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Résumé

Les documents XML et, de maniére plus générale, les données semi-structurées,
peuvent é&tre représentées, dans une premiére approche, par des graphes étiquetés.
Dans cet article, nous établissons un lien direct entre ces graphes de données et les
modéles d’un langage de la logique multi-modale hybride. Ce lien est ensuite exploré
dans deux directions.

Tout d’abord, nous nous intéressons & ’expression de contraintes d’intégrité sur des
données semi-structurées en revisitant certaines classes de contraintes étudiées dans
ce cadre dans la littérature.

Puis nous abordons le probléme de la définition d’un schéma pour les données semi-
structurées. Notre approche conduit & définir un schéma sous forme d’une formule de
la logique hybride, formule devant &tre satisfaite par les instances (graphes de données)
du schéma.

La contribution de cet article se situe 4 deux niveaux :

1. la, modélisation des domnées semi-structurées, des contraintes, et la définition de
schéma dans un formalisme unique, celui de la logique multi-modale hybride

2. la généralisation de la notion de schéma (habituellement DTD), puisque dans ce
travail nous considérons des schémas permettant de manipuler des références “bien
typées”.

Ce rapport technique apparait également en tant que rapport de recherche du
LaMI.
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Introduction

Dans la communauté des bases de données, 'intérét pour les donnéees dites semi-structurées
est grandissant. L’origine historique de cette notion est liée & l'utilisation de plus en plus
intensive de XML comme standard permettant la publication de données.

Un document XML peut en fait étre vu comme un ensemble de données dont I'organisation
est “plus flexible” que celle, par exemple, d’une base de données relationnelle ou objet. En
quel sens “plus flexible” 7 Tout d’abord, en absence d’une grammaire contraignant ’organi-
sation des données “valides”, par exemple en absence de DTD [Ray01}, un document XML
peut étre vu comme une organisation logique de données qui ne respecte aucune contrainte
fixée ¢ priori. Méme en présence d’une DT'D, qui oblige les données dites “valides” & respec-
ter certaines contraintes, on a quand méme de larges marges de liberté, car, par exemple,
la présence de l'opérateur 7 dans une DD permet la spécification d’éléments optionnels, la
présence de la syntaxe ANY permet de ne pas contraindre du tout la structure d’un élément

donné, des attributs d’éléments (au sens XML) peuvent étre déclarés comme optionnels, etc.

Ceci a mené 4 une notion générale de données semi-structurées, qui va au déla de XML.
On trouve dans la littérature sur les données semi-structurées plusieurs propositions de
modélisations de cette notion [ABS00]. En général, une instance de bases de données semi-
structurées est vue comme un graphe de données étiqueté. La figure 1 est un exemple
classique de données semi-structurées représentant des articles et livres contenus dans une
bibliothéque.

Or, il existe une famille de logiques, les logiques dites modales, dont la sémantique est
définie par des graphes (sémantique de Kripke); ces logiques permettent donc d’exprimer
de fagon naturelle des propriétés de graphes. Dans ce travail, nous étudions le probléme
de la modélisation des données semi-structurées, et en particulier de la formalisation des
contraintes et du schéma en utilisant une variante de logique modale dite logique maulti-
modale hybride [Bla00).

Nous proposons une modélisation des données semi-structurées et des contraintes sur celles-
ci, ainsi qu'une définition de schéma dans un formalisme unique, celui de la logique multi-
modale hybride. La notion de schéma que nous proposons est plus expressive que, par
exernple, celle de DTD, car elle permet de “bien typer” la cible d'un lien de référence, chose
quune D'TD ne permet pas de faire.

Nous montrons le bien fondé de notre approche en établissant un certain nombre de pro-

priétés de notre formalisation :

— Nous montrons gue notre langage logique d’expression de contraintes est strictement
plus expressif que le langage P étudié dans [BFW98].

— Nous montrons qu'un schéma G de données peut &tre représenté fidélement par une
formule TRAD(G) de la logique multi-modale hybride, au sens ol les instances de G
coincident avec les modéles de TRAD(G).

Le plan de l'article est le suivant : dans la premiére section, nous présentons la logique

multi-modale hybride ; dans la deuxiéme section, nous montrons comment exprimer cer-

taines contraintes d’intégrité avec la logique multi-modale hybride; la section suivante est
consacrée & définir et étudier toujours du point de vue de la logique multi-modale hybride
une notion de schéma pour les données semi-structurées intégrant fe typage de références;
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la conclusion de l'article expose quelques comparaisons avec d’autres travaux et quelques
perspectives. Des annexes contenant des preuves détaillées complétent le rapport.

1 La logique multi-modale hybride

Dans la suite, nous travaillons dans le cadre propositionnel. Nous présentons d’abord la
logique multi-modale (la logique multi-modale hybride en est une extension).

1.1 La logique multi-modale

L’alphabet de la logique multi-modale est constitué de :

— un ensemble de symboles propositionnels PROP notés p,q, ...,

— le connecteur logique binaire A,

— Popérateur logique unaire —,

- un ensemble fini d’étiquettes £,

— les opérateurs modaux [e] oll e est une étiquette.

Les formules bien formées FBF de la logique multi-modale sont définies par :
FBF : = p | =¢ | 1 A | [l

ol 1, 1 et 1P sont des formules bien formées et p € PROP.

Un modéle fini M de la logique multi-modale est un quadruplet (S, s, R, V') tel que

— 8 est un ensemble fini d’états contenant 1’état sp;

~ R ={r.|Ve € E,r. C E x E'} est un ensemble de relations binaires sur 5, dites relations
d’accessibilité (R contient exactement une relation r. pour chaque étiquette €) ;

- V est une fonction PROP — Pow(S), qui assigne & chaque proposition p, I’ensemble
des états dans lesquels p est satisfaite.

Il est ici immédiat de voir qu'un modéle de la logique multi-modale est un graphe orienté,

étiqueté sur les arcs : les sommets du graphe sont les états du modéle et chaque relation

re de R définit les arcs du graphe et leur étiquetage. Or, classiquement, les données semi-

structurées sont représentées par un graphe orienté et étiqueté, et parfois méme de fagon

plus restreinte par un arbre étiqueté. I1 parait donc naturel de faire la correspondance entre

modeéles de la logique multi-modale et données semi-structurées. Ce lien a d’ailleurs déja

été exploré par [ADAROL].



Exemple 1 La figure 1 représente i la fois un exemple classique de données semi-structurées

et un modéle de la logique multi-modale. En effet, on peut considérer que

— le sommet r correspond & Pétat sg,

— l’ensemble des sommets du graphe de données correspond & 1’ensemble des états S,

— & chaque étiquette e du graphe correspond une relation binaire r, de B = {rgoc, Tediteur
Thooks Tam, - }- Chaque arc d’origine 51, de destination so et étiqueté par e dans le
graphe de données correspond & un couple (s1, 52} dans la relation 7.

— les valeurs “étiquetant” les feuilles correspondent aux propositions du langage et par
exemple la présence de Scott “sur” la 29 feuille f & partir de la gauche correspond
dans le modele & f € V(Secott); il convient de prendre garde ici & ne pas confondre les
noms (r et b)) donnés & certains sommets pour les besoins de la présentation, avec des
propositions. Il est d’ailleurs & noter que si 9 correspond & des données semi-structurées
alors la fonction V' de 90t associe & chaque proposition p des états “feuilles” du graphe
(i.e. sommets de degré sortant mul).

Soit M un modele, s un état et 1 une formule bien formée. M1 satisfait 14 4 état s, noté
M, 5 F=mm 1, est défini par induction sur ¥ comme suit :

M, s Fmm P ssis € V(p), oupe PROP

M, 5 Emm Y1 Atpa 531 I, 8 Emm 1 et M, s Emm P2

M, 5 Emm P ssi MM, sl 1

M, s Emm (€] ssi pour tout 8’ € S, (s,s') € r. implique M, s’ = ¥

Exemple 1 (suite) Pour le modéle de la figure 1, la formule [auteur|—Scott évaluée en
b, est satisfaite car aucun des états accessibles de by par un arc étiqueté par auteur ne
satisfait Scott. Pour le méme modéle, la formule {editeur][nom]Hermes évaluée a la racine
r est satisfaite.

Dans la suite, nous utilisons de fagon classique les opérateurs V, = et {e) définis par :

Y1 Ve =gep (%1 A i), 1 = 2 =gep 1 V 2 et {e)t) =45 —[e] . Nous utilisons
aussi le symbole T pour désigner une tautologie.

Exemple 1 (suite) Pour le modéle de la figure 1, la formule {titre)T évaluée en by est
satisfaite car il existe un successeur de b; accessible par un arc éliqueté par titre. Sur le
méme principe, la formule [doc]((book) T V (article) T) évaluée a la racine est satisfaite dans
ce modéle. '

Le langage peut aussi &tre étendu avec 'opérateur G dont la sémantique est : M, s F=pm GY
ssi quelque soit &' € 9 tel que (s,8') € R on a M, g,8 |=mm ¢ ot RY est la fermeture
transitive de la relation B = U Te.
ecé

De la méme maniére que (e) a été défini & partir de [e], lopérateur F est défini A partir de
G par Fip =4.5 ~G—tp. La formule F4) exprime la propriété “il existe un état, accessible
a partir de I’état courant par un chemin de longueur quelconque, tel que 4. Et, de facon
duale, la formule G exprime la propriété “pour tous les états accessibles & partir de P'état
courant par un chemin de longueur quelconque, 9 est vérifiée”.

Exemple 1 (suite) Toujours en se référant a la figure 1, la formule F' Scott évaluée en la
racine r est satisfaite car un état accessible de la racine vérifie Scofl. Par conire, la formule
G(cite]{book)T évaluée en la racine r n’est pas satisfaite car b; est un état accessible de la

racine pour lequel [cite]{book) T n’est pas satisfaite.



A ce point de la présentation, le lecteur peut entrevoir la possibilité d’utiliser la logique
multi-modale pour exprimer des contraintes d’'intégrité sur des données semi-structurées.
Par exemple, la contrainte “tout article a au moins un auteur” g’exprime par la formule
[doc][article](auteur) T.

Toutefois, il apparait que expressivité de la logique multi-modale est insuffisante pour ex-
primer certaines propriétés intéressantes telles que les contraintes introduites dans [BFW9S]
et que nous étudierons dans la section 2. Cette remarque nous améne & présenter une ex-
tension de la logique multi-modale appelée logique multi-modale hybride.

1.2 La logique multi-modale hybride

Afin de motiver 'introduction de la logique modale hybride, nous allons reprendre ici
& notre compte les arguments de [Bla00]. La logique modale est un formalisme simple
pour travailler/manipuler des structures relationnelles telles que des graphes. Toutefois,
la logique modale n’offre pas de mécanismes permettant de faire référence 4 des sommets
particuliers d'un graphe. Ceci restreint le pouvoir de représentation et de raisonnement de
la logique modale. Ainsi les logiques hybrides [ABM99|, dans leur forme les plus simples,
sont des extensions des logiques modales permettant justement de faire référence explici-
tement aux sommets des structures sous jacentes i.e. des graphes. L'objet de cet article
n’étant pas de présenter les logiques modales hybrides, nous proposons au lecteur intéressé
un ensemble d’articles sur le sujet, disponibles sur le site http ://www.hylo.net, parmi
lesquels certains montrent que les logiques modales hydrides “subsument” les logiques de
description, la logique terminologique (feature logic), la logique temporelle...

Le langage de la logique hybride permet donc de nommer les états et d’exprimer qu’une
formule doit étre satisfaite dans un état nommé. La logique hybride introduit pour ce faire
quatre outils fondamentaux :

les nominaux sont des symboles propositionnels (donc des formules) spéciaux : chaque
nominal “est vrai” dans un et un seul état du modéle. Un nominal “nomme” I'unique
état dans lequel il est vrai;

les variables d’état sont aussi des formules qui permettent de désigner un état;

les opérateurs de satisfaction sont de la forme @, ol u est une variable d’état ou un
nominal. Une formule de la forme @,1, oil 4 est une formule, signifie que 1) doit étre
satisfaite & I’état désigné ou nommé par u;

I’opérateur “binder” | :une formule de la forme [z 9, o0 © est une variable d’état et
est une formule, lie toutes les occurrences de z dans 4 & I’état courant de 1’évaluation.

I’alphabet de la logique multi-modale hybride étend 1'alphabet de la logique multi-modale
par :

— un ensemble de nominaux NOM = {a,b,---}

~ un ensemble de variables d’états SVAR = {z,y,2,--- }

— Topérateur [z ot x est une variable d’état

- les opérateurs @, ol u est une variable d’état ou un nominal

avec PROP, NOM et SV AR disjoints deux & deux.

Les formules bien formées FBF de cette logique sont définies par :

FBE ::=p | T |~ [ Vo |1 At | [l | (e | GY | Fyp | u|lzy | Quyp



olt 9, 91 et 92 sont des formules bien formées, p € PROP, z € SVAR et u €¢ NOM U
SVAR. '

Voici, intuitivement, la signification des opérateurs hybrides @, et | : @, signifie “aller
a I’état nommé (ou désigné) par u (qui est I'unique état ofl u est vrai)”, et évaluer 2 en u.”
1z 1 signifie “z désigne maintenant I’état courant dans 1”.

Exemple 1 (suite) Avant de donner formellement la sémantique des opérateurs de la
logique multi-modale hybride, nous proposons ici quelques exemples intuitifs. Nous conti-
nuons 'exemple 1 en ajoutant 4 notre langage le nominal root.

La formule |z {(editepar){edite)z évaluée en b; est satisfaite car, de b, il existe un état
accessible par un arc étiqueté par edifepar pour lequel il existe un arc sortant étiqueté par
edite et revenant en b. Dans cet exemple, nous remarquons 1'utilisation du binder “}z ---”
pour assigner 3 la variable d’état x 1’état courant de ’évaluation, en 'occurrence ’état by.
Nous attirm_sl}’attention du lecteur sur 'utilisation de cette variable en tant que formule
dans “- - - (edite)z”.

La formule @, ,.[doc][article]{auteur) T évaluée en b est également satisfaite, & condition
bien str que le nominal root nomme la racine r du graphe de données.

H est nécessaire maintenant d’enrichir légérement la notion de modéle modal pour intégrer
Fintroduction des nominaix, des variables d’états, des formules de satisfaction et de “bin-
ding”.

Une structure IM=(S, 59, B, V, Lom ) st un modele de la logique multi-modale hybride si
- (8, sp, R, V) est un modele de la logique multi-modale, et
— Zpom est une fonction NOM — S qui assigne un état 4 chaque nominal.

Une valuation est une fonction g : SVAR — 5 qui assigne un état 4 chaque variable
d’état. La notation g ~ ¢’ (¢’ est une z-variante de g) signifie que ¢ et ¢ sont des valuations
(pour un modele M) telles que ¢ est identique & g sauf éventuellement pour 'argument z.

Nous sommes donc préts & donner la sémantique des formules “hybrides”.
9N satisfait ¢ & Pétat s respectivement 3 une valuation g, noté M, g, s =pm, ¥, est défini
par induction sur ¢ comme suit (nous ne définissons ici que la sémantique des formules
“hybrides™) :

M, 9,8 Erm o ssi Lyom(a) =5, oita€ NOM

M, 9,8 Fnm @ ssi g(z) = s, onx € SVAR

M, 9,6 Enm lz 1 ssiDg,s Epm P avec g~ g et ¢ (z) =5, ouzeSVAR

M, 9,8 Ftm @y 551 M, 9,9(z) Fpm ¥ otz € SVAR

M, g,8 Enm Qo ssi M, g, Inom(a) Epm ¢ olla € NOM

Dans Ia suite, nous avons besoin des notions sémantiques suivantes :

— 9N satisfait globalement 1 respectivement & une valuation g, noté M, g F=pm, ¥, ssi pour
tout état s € S, M, g9,3 Eum ¥

— 9N satisfait globalement 1, noté M =, 1, ssi pour toute valuation g, M, g =pm .

Exemple 1 (suite) Nous avons déja remarqué que le graphe de données de la figure 1
peut étre vu comme un modéle de la logique multi-modale. 1l est facile de le voir comme un
modéle de la logique multi-modale hybride en choisissant 'ensemble NOM des nominaux



du langage comme étant le singleton {root}, interprété par r i.e. Ipom(root) =r.

[BT99] exhibe un certain nombre de formules hybrides dites pures (ne contenant pas de

symbole propositionnel) dont Vintérét est d’exprimer des contraintes de structure sur le

graphe d'un modéle. Par exemple :

~ la réflexivité de la relation d’accessibilité r, peut s’exprimer soit par M =pm lx (e}
soit par M |=pym Qule)z,

— il est possible d’exprimer que tous les états de S sont accessibles & partir de root par
m |:hm lz @poptF'z.

2 Données semi-structurées et contraintes d’intégrité

Partant du principe que les données semi-structurées sont représentées par un graphe éti-
queté enraciné, et sachant que cette structure peut étre vue comme un modéle de la logique
multi-modale hybride, il est possible d’exprimer une contrainte d’intégrité sur ces données
sous la forme d'une formule de cette logique.

Des contraintes sur les données semi-structurées sont souvent exprimées en termes de na-
vigation dans le graphe de données, ¢’est-d-dire sous la forme de propriétés des chemins
du graphe : ces contraintes ont été étudiées, entre autre, dans [AV97, BFW98, ADdJRO1,
CGL99, CGL98, DT01, CLMO02|.

Nous nous intéressons ici aux contraintes étudiées dans [BFW98}, formalisées par un sous-
langage de la logique classique du premier ordre appelé P ; cette classe de contraintes est
une généralisation naturelle des contraintes de {AV97).

Dans cette section, nous présentons tout d’abord le langage P. Nous donnons ensuite
quelques contraintes exprimables dans P et proposons de les exprimer par une formule de
la logique multi-modale hybride. Puis nous établissons un résultat d’expressivité, 4 savoir
que la logique multi-modale hybride est plus expressive que P.

Considérons un ensemble d’étiquettes E (représentant les étiquettes des arcs des modéles
de données considérés). Soit Pensemble R de relations binaires défini par R = {r.|Ve €
E,r.CEx FE}

Un chemin peut étre représenté par une formule de la logique du premier ordre 4 deux
variables libres.

Définition 1 (Chemin du langage P) Un chemin du langage P est une formule oz, y}
de l'une des formes suivantes :

e 1=y, éerit e(z,y) et appelé chemin vide,

o R.(z,y), o0 R, € R,

o J2(R.(x,2) A B(zy)), ot Re € R et 5(z,y) un chemin.

Soit reot une constante. Une formule de P est une formule soit de la forme Yzy(a(root, z) A
B{z,y) = v(z,y)) soit de la forme Vzy(a(root,z) A f{z,y) = Y(y,z)) oi «, B et v sont
des chemins. Appelons contraintes de chemnin, les contraintes exprimées par une formule
de P. '

Dans la suite, les exemples se référent aux données représentées par la figure 1. Un exemple

de contrainte de chemin est ‘“Tout document cité par un livre est un document accessible
par un lien doc & partir de la racine de la base”, exprimable dans P par la for-

mule (1)

YV (Fy(raoc(root, y) A (Fz(Tpook (1, 2} A Teite(2, 7)) = Tdoe(root, z))



Ce type de contrainte est appelé extent constraint dans |[BEW98|.

Un antre type de contrainte de chemin sont les contraintes dites inverse consiraints. Ces
contraintes stipulent que si y est accessible de x par un chemin « alors z est accessible de
y par un chemin # (i.e. A est l'inverse de «). Un exemple est la contrainte “pour tout z,
si r est &dité par y alors y édite z’’, exprimable dans P par la formule (2)

me(az(Tdoc(TOOta z) A 'rbook(zam)) AN v rvrve: (3:: y) = Toa ('!J: $))

Ces contraintes sont exprimables par des formules de la logique multi-modale hybride. Par
exemple, (1) peut se traduire par

@y ootldoc][book][cite] |z (@ {doc)z)
et (2) peut se traduire par
Q, o0 [doc){book] |z ([editepar]{edite)x)

Soit #H le sous langage de la logique multi-modale hybride ne contenant pas les opérateurs
F et G. En général, toute formule de P a une traduction Tp dans H. Nous prouvons que :

Théoréme 1 Soit 2 un modeéle de logique multi-modale hybride et Z I'interprétation du
premier ordre correspondante!. Il existe une traduction Tp des formules de P, dans le
fragment H de la logique multi-modale hybride, telle que pour toute formule C de P, on
a:

T =40 C s5i M =pm Tp(C)

La preuve détaillée de ce théoréme se trouve en annexe A.

Ce résultat montre que la logique multi-modale hybride est au moins aussi expressive que
P. Cette propriété peut étre aussi déduite & partir du résultat [ABM99] qui dit que H a
exactement le méme pouvoir expressif que le fragment de la logique du premier ordre dit
“borné”, qui inclue P.

On remarque aussi que certaines contraintes ne sont pas exprimables dans P, par exemple :
un livre a exactement un numéro isbn. Par contre, cette contrainte est facilement ex-
primabte par une formule de H par :

@ o0t[doc][book] iz ((isbn)ly (@,[isbn]y))

De plus, il est bien connu qu’aucune contrainte faisant référence 4 la fermeture transitive
d’une relation n’est exprimable dans la logique du premier ordre. Ainsi, par exemple, la
contrainte ‘Dans la base, on trouve un document écrit par Scott’’ (en sachant que
les documents peuvent apparaitre & plusieurs niveaux du graphe de données) n’est pas ex-
primable dans P Par contre, cette contrainte est exprimée par la formule {auteur)Scott v
(F{auteur)Scott) du langage de la logique multi-modale hybride. Ceci montre que :

Théoréme 2 La logique multi-modale hybride est strictement plus expressive que P.

'Nous ne détaillons la correspondance entre 9 et 7 : essentiellement les relations d’accessibilité sont
traduites par des prédicats binaires et leur interprétation.



Le probléme de l'implication pour P étant indécidable, les auteurs de [BFW98] étudient
ensuite des restrictions de P pour lesquelles ce probléme est décidable. Selon le méme
principe, puisque le probléme de implication pour la logique multi-modale hybride a été
prouvé indécidable, il conviendrait d’exhiber des sous-langages de la logique multi-modale
hybride pour lesquels ce probléme serait décidable. Par exemple, puisque c’est la présence
de 'opérateur | qui rend  indécidable [ABM99], il serait intéressant d’étudier le fragment
de la logique multi-modale hybride contenant F et (¢ mais ne contenant pas | . Ceci fera
I'objet d’un futur travail.

3 Données semi-structurées et schéma

L'objectif de cette section est d’étudier la notion de schéma de données semi-structu-
rées. Dans un premier temps, nous proposons une notion de schéma plus générale que
celles rencontrées dans la littérature standard sur XML et en particulier plus générale que
la notion de DTD [Ray01]. L’apport essentiel de notre notion de schéma est la gestion
de références garantissant un bon “typage” des données référencées. L’outil utilisé pour
définir un schéma est une extension des techniques usuellement exploitées et est développé
sous la forme d'une grammaire de graphe trés simple. Dans un deuxiéme temps, nous
nous intéressons A la spécification d’un schéma par une formule de la logique multi-modale
hybride et donc nous nous attaquons au probléme classique suivant : étant donné un schéma,
G, et un graphe 9 de données semi-structurées, existe-t-il une formule ¢ de la logique multi-
modale hybride telle que 9t est une instance du schéma G si et seulement si 9 satisfait la
formule 4 7

3.1 Schéma de données semi-structurées

Un schéma étant une grammaire particuliére, nous définissons ici ce que nous entendons
par grammaire. Pour cela, nous définissons la notion de motif puis celle de régle. Pour ce
faire, nous considérons dans la suite : '

— un ensemble fini V de symboles dits non terminauz contenant au moins le symbole Root ;

— un ensemble fini d'étiquettes £ disjoint de V et partitionné en deux sous-ensembles E et
. Les étiquettes de F' sont appelées références ;

— un symbole spécial A.

Par convention, un symbole non terminal commence par une lettre majuscule, et une

étiquette par une lettre minuscule. Les références sont surlignées par le symbole —. La

premiére notion nécessaire 4 la définition d'une grammaire de motifs est celle de motif :

Définition 2 (Motif) Un motif ezpr est une expression de I'une des formes suivantes :
1. A; on dit alors gue expr est le motif vide ;
2. (e N)Ptelquee € £, N € Vet op € {*,+,!,7}; on dit alors que expr est un motsf
élémentaire ;
3. my, -+ ,my tel que pour tout § € [1..k], m; est un motif élémentaire; on dit alors
que expr est un motif conjonctif ;

4. my | -+ | my tel que pour tout § € [1..k], m; est un motif conjonctif; on dit alors
que expr est un motif disjonctif ;

Exemple 2 Soit un ensemble d’étiquettes & = £ U fl ol :
E1 = {doc, editeur, nom, article, book, auteur, titre, date, isbn}, et
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El= {edite, c?e):, editepar}
Soit un ensemble V1 = {Root, Editeur, Doc, Art, Book, Nom, Dat, Isb} de symboles non
terminaux.
Voici quelques exemples de motifs :
1. (doc Doc)* est un motif élémentaire qui va servir & exprimer, lorsqu’il “filtre” un
graphe en un état s, que zéro ou plusieurs arcs étiquetés par doc doivent sortir de cet
état s.

Les motifs (doc Doc)™, (doc Doc)' et (doc Doc)? sont des variantes du motif (doc Doc)*
qui permettent d’exprimer des contraintes de cardinalité sur le nombre d’arcs sortant
de s (au moins 1, exactement 1, zéro ou 1).

—

2. (auteur Nom)',(date Dat)', (cite Doc)* est un motif conjonctif et sert 4 exprimer
qu’au moins un arc étiqueté par auteur, exactement un arc étiqueté par date et
éventuellement des arcs étiquetés par la référence cite doivent sortir de 'état s.

3. (article Art)' | (book Book)' est un motif disjonctif et permet d’exprimer qu’ou bien
exactement un arc étiqueté par article ou bien exactement un arc étiqueté par book
doit sortir de I'état s.

—

4. ((auteur Nom)™t | (isbn Isb)'), (cite Doc)* n’est pas un motif valide mais ce qu'il
exprime (potentiellement) peut étre formulé_gar
(auteur Nom)T, (cite Doc)* | (isbn Isb)', (cite Doc)*.

Une grammaire de motifs va étre définie de fagon classique comme un ensemble de régles
qui sont définies par :

Deéfinition 3 (Régle) Une régle est une expression de la forme N : := ezpr ot N est un
symbole non terminal et ezpr est un motif.

Exemple 2 (suite) Voici un ensemble de régles dont certaines utilisent les motifs présen-
tés dans 'exemple 2 :

Ri={ Root ::= (doc Doc)*, (editeur Editeur)*
] “‘""">
Editeur .= (nom Nom)', (edite Book)*
Doc ::= (article Art)' | (book Book)'
Art = (auteur Nomj}, (titre Nom)', (date Dat)’, (cz'—té Doc)*
Book ::= (isbn Isb), (cz'tﬂ))oc)* | (auteur Nom)™T,(date Dat)',
(titre Nom)', (cite Doc)*, (editepar Editeur)’
Nom ::= A Dat::=A Isb::=A}

Une grammaire de motifs est, comme annoncé, un ensemble de régles, sous certaines condi-
tions que voici :

Définition 4 (Grammaire de motifs)
Une grammaire de motifs G est un quadruplet (V, Root, £, R) ot
1) R est un ensemble fini de régles constitué d'une et une seule régle pour chaque symbole
non terminal de V;
ii) pour tout couple de motif élémentaires {e; N1)%? et (es Na)°P? ayant une occurrence
dans R, e = eg? implique N1 = N» ;

2Ici ) et ez sont des étiquettes ou des références.
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iii) il n’existe pas dans R de motif élémentaire (e Root)? (e et op quelconques) et Root
est le symbole d’entrée de la grammaire.

Exemple 2 (suite) L’ensemble R de régles constitue, avec I'ensemble de symboles non
terminaux V; et 'ensemble d’étiquettes £ = E) UEl, une grammaire de motifs (V1, Root, £1, R1)
appelée G; dans la suite. Remarquez qu’il existe bien une régle associée & chaque symbole
de V. Notez que D'étiguette dele est utilisée dans deux motifs ayant des opérateurs de
cardinalité différents : {date Dat)' et (date Dat)’. Notez également que différentes éti-
quettes sont associées & un méme symbole non terminal, par exemple, (auteur Nom)™ et
(titre Nom)'.

Si la régle associée & Art était Art = (titre Nom)', ((;té Book)* alors R contiendrait &
la fois un motif (cz_té Book)* dans la régle de Art et un motif (cite Doc)* dans la régle de
Book, ce qui n’est pas autorisé par la condition (ii) de la définition de gramimaire de motifs
(définition 4).

De fagon plus générale, notez que le fait d’interdire la présence de deux régles N 1= expr;
et N = ezpry ayant méme partie gauche dans une grammaire n’est pas restrictif car ces
deux régles peuvent étre exprimées par I'unique régle N == expr) | expro.

Notations : Etant donné e € £, Symb(e) est I'unique symbole non terminal N € V tel
que (e N)? (op quelconque) est un motif apparaissant dans R. Etant donné un symbole
non terminal N € V, Label(N) est I’ensemble des étiquettes e de £ telles que Symb(e) =
N. Par exemple pour Gi, Symb(c?e):Doc, Symb(date)=Dat, Label(Dat) = {date} et
Label(Nom) = {auteur, titre, nom}.

FEzpr(N) dénote la partie droite de la régle associée au symbole non terminal N dans la
grammaire. Par exemple pour G1, Ezpr(Root) est le motif (doc Doc)*, (editeur Editeur)®
et Fxpr{Nom) est le motif vide A.

On peut associer de maniére trés simple 3 une grammaire de motifs G un graphe de dé-
pendance Les sommets de ce graphe sont les symboles non terminaux et il existe un arc
de N a M si M & une occurrence dans Fxzpr{N) dans un motif élémentaire (e M) o
e € E. Nous insistons ici sur le fait que le graphe de dépendance est construit en faisant

abstraction des motifs élémentaires utilisant une référence (une étiquette de E).

Dans la suite, on dira qu'un symbole non terminal N est accessible & partir de Roof ssi il
existe un chemin de Root & N dans le graphe de dépendance de la grammaire G.

Exemple 2 (suite) Le graphe de dépendance associé a la grammaire Gy de ’exemple 2
est dessiné en figure 2. Dans ce graphe, on remarque que le sommet associé & Doc n’est
pas accessible du sommet associé & Book car il n’existe aucun motifs élémentaire (e M)P
ou e € F dans Expr(Book). L'expression Ezpr(Book) contient bien le motif élémentaire
(cite Doc)* mais cite appartenant & F, ce motif ne permet pas “d’avoir un arc de Book &
Doc” dans le graphe de dépendance associé & Gi.

Nous pouvons maintenant définir un schéma de données semi-structurées comme une gram-
maire de motifs particuliére :

Définition 5 (Schéma) Un schéma de données semi-structurées est une grammaire de

motifs ¢ = (V, Root, E'U E, R) telle que tout symbole non terminal de V est accessible a4
partir de Root dans le graphe de dépendance associé & la grammaire G.
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Root

Doc Editeur

Ar/ \ ok
D{mom
F1G. 2 — Graphe de dépendance associé 4 la grammaire Gy

Exemple 2 (suite) La grammaire de motifs G, est un schéma de données : tous les som-
mets de son graphe de dépendance (représenté par la figure 2) sont accessibles a partir du
sommet associé 4 Root. Par contre, considérons la grammaire Gs = (V1, Root, €1, R3) telle
que les régles de Ro sont les mémes que celles de R, sauf pour Doc dont la régle associée
est Doc : :=(book Book)'. Le graphe de dépendance de G se trouve en figure 3. Le sommet
associé au non terminal Art n’est pas accessible & partir du sommet associé & Root donc
la grammaire Gs n’est pas un schéma.

Root

Dec Editeur
Artxw‘
Dat Isb Nom

F1G. 3 — Graphe de dépendance associé & la grammaire Ga

Dans la suite, par abus, nous utilisons indifféremment les termes grammaire de motifs et
schéma (en supposant évidemment que la grammaire considérée est un schéma).

Pour définir une instance d’un schéma, nous allons procéder en deux étapes : la premiére
détermine globalement si un graphe de données est filtré par la grammaire de motifs et
prépare la vérification ultérieure du “bon typage” des références; la seconde étape effectue
essentiellement la vérification du bon typage des références.

Dans la suite,

— le schéma considéré est la grammaire de motifs G = (V, Root, EU 73, R);

— le graphe de données considéré S est un graphe (S,r, R, V) enraciné, dont les arcs et
les sommets sont étiguetés, S est un ensemble d'états, B = {rele € EU E'} est un
ensemble de relations binaires sur §, r est la racine de § et V est une fonction de
PROP — Pow(S); nous noterons Out.(s) 'ensemble des états s) tels que (s,s1) € 7¢;

— 51 U est un ensemble d’états, alors I’expression |U| £ card(op) signifie : [U| > 0 si op = *
NUI>0siop=+4,{U|=1siop=L0<|U| <1siop=7;

— le sous-graphe de données obtenu en supprimant de S toutes les références est noté
Pre(S) et il est défini par : (S,r, Pre(R),V) de S, oil Pre(R) = {rejre € Rete€ E}.

Définition 6 (Filtrage et marquage) On suppose que Pre(S) est acyclique.
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Un motif expr filire strictement S en Pétat s ssi le motif expr filire S en s et, pour
tout I € & — Eggpr, 00 Eggpy est ensemble des étiquettes ayant une occuwrrence dans ezpr,
Outy(s) = .

Simultanément au filtrage, nous définissons deux fonctions de marquage marg et requis
agsociant & un état de S un ensemble de symboles non terminaux. Initialement, pour tout
étal s, on pose marqg(s) = @, sauf pour marg(r) = {Root}, et, pour tout état s, on pose
requis(s) = 0.

La relation “le motif expr filtre § en un sommet s de & est définie par :

1. (e N)°P filtre § en s ssi
e C E : |Oute(s)| = card{op) et, pour tout s; € Out.(s), le motif Ezpr(N) filtre
strictement & en s;. Pour tout s1 € Oul.(s), la nouvelle valeur de mark(s;) est
défini en ajoutant N & 'ancienne valeur de mark(s1).
eE ﬁ . |Oute(s)| =2 card{op) et, pout tout 81 € Out.(s), la nouvelle valeur de reg(s1)
est défini en ajoutant N & ’ancienne valeur de reg(s1).

2. A filtre S en s ssi quelque soit e € £, Out.(s) = 0.

3. (ex N1)°P1,--- ,{e; N;)°Pi filire S en s ssi pour tout k de [1..5], le motif (e; Ng)P*
filire & en s.

4, expry|- - |expr, filire S en s ssi il existe ¢ € [1.n] tel que le motif expr; filtre
strictement S en s.

La condition d’acyclicité sur Pre(S) permet d’assurer que le filtrage est défini correctement.
La définition de filtrage pourrait &tre généralisée pour nous dispenser de cette condition
d’acyclicité sur Pre(S), ceci au prix de quelques modifications techniques. Toutefois, étant
donné que la définition d’une instance (ci-dessous) impose & Pre(S) d’étre un arbre, nous
avons choisi de définir le filtrage dans ce cas particulier.

Définition 7 (Instance d’un schéma) Le graphe de données & est une instance du
schéma G si les conditions ci-dessous sont vérifiées :

(i) Pre(S) est un arbre orienté de racine r,
(ii) Ezpr{Root) filtre strictement le graphe de données S en la racine r, et

(iii) Pour tout état s de S, si requis(s) # 0 alors requis(s) = marg(s).

Exemple 1 (suite) Le graphe de données de la figure 1 est une instance de la grammaire
G1. Ici, Pre(S) est le graphe obtenu & partir de la figure en retirant les arcs pointillés (les
références). La figure 4 représente les valeurs des fonctions marg et requis pour ce graphe
de données par rapport 4 la grammaire Gj.

Les valeurs de la fonction marg se trouvent dans les sommets correspondant aux étais de
la figure 1. Comme le graphe de données la figure 1 est une instance de la grammaire G,
la valeur de requis est égale A la valeur de marg pour les sommets dans lesquels requis est
non vide. Dans cette figure, on se contente de griser les sommets s pour lesquels requis(s)
est non vide. On remarque que ces sommets sont les sommets pointés par des références,
ceci correspondant bien & la définition de la fonction requis.

Les deux propriétés suivantes éclaircissent la signification des deux fonctions marg et requis

dont le role intuitif est de permetire le “typage” les noeuds référencés. La premiére propriété
est lige a la structure d’arbre imposée sur Pre(S).
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doe editeur
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e
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book artigle ~ cite , nom
-~ —
~ - ~ - book,/ e'du‘e l
-~ -~ e
~— -~ b
cite = ‘--..____:"-.___ 1 *I [’
-
{Book} 5
tshn auteu'r' \ auteur / k
tztre a‘uteur tatre

Légende : signifie qu’en ce sommet, marq = {Doc} et requis = 0

signifie qu’en ce sommet, marg = requis = {Doc}.

F1G. 4 — Valeurs des fonctions marg et reguis du graphe de données de la figure 1 en
fonction de la grammaire Gy

Propriéfé 1 Si Pre(S) est un arbre orienté de racine r et si Ezpr(Root) filtre strictement
le graphe de données & en la racine r alors, pour tout état s, marg(s) est un singleton, i.e.
I'état s est marqué par un et un seul symbole non terminal.

Esquisse de prewve : Supposons que Pre(8) soit un arbre orienté de racine r et que

Ezpr(Root) filtre strictement le graphe de données § en la racine r. Soit s un état de S.
La preuve de Ia propriété 1 est faite en deux étapes :

1. prouver qu’il existe un motif expr (de G) tel que expr filtre strictement & en s et
qu’il existe au moinsg un élément dans marg(s),

2. prouver qu’il existe au plus un élément dans marg(s).

La propriété 1.1 est prouvée par récurrence sur la taille du chemin de r & s dans Pre(S).
La propriété 1.2 est prouvée par 'absurde en exploitant le fait que Pre(S) est un arbre. O

La deuxiéme propriété résulte, quant a elle, de la restriction (ii) posée sur les régles d’une
grammaire de motifs qui nous a permis de définir Symb(e) comme étant I'unique symbole
non terminal apparaissant dans des motifs élémentaires associés a I’étiquette e.

Propriété 2 Si Pre(S) est un arbre orienté de racine r et si Ezpr(Root) filtre stricte-
ment le graphe de données S en la racine r, alors pour tout état s de |J, c50ute(s1), on a

marg(s) = {Symb(e)}

La preuve de la propriété 2 s’appuie sur la propriété 1.1 et la définition de Symb. Cette
seconde propriété nous permet de déduire que si Pre(S) est un arbre orienté de racine r
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et que Ezpr(Root) filtre strictement le graphe de données S en la racine r alors un arc
entrant dans un sommet s et étiqueté par e détermine la valeur de la fonction marg de ce
sommet, et cette valeur est {Symb(e)}. Ainsi, Symb(e) correspond & un “type” du sommet
8.

Exemple 1 (suite) Considérons la figure 4. Un arc étiqueté par book a pour destination
b1, on peut donc en déduire que by “est de type” Symb(book) c’est-a-dire Book. Pour vérifier
que b; est de type Book, on vérifie que ses arcs sortant vérifient la régle associée & Book
dans G.

On peut remarquer que la notion de schéma que nous proposons permet d’exprimer que,
dans toute instance du schéma, tout arc de référence doit étre “bien typé” : le sommet
destination d'une référence a une valeur de la fonction requis déterminée par le schéma.
Formellement, ceci correspond aux conditions (ii) et (iii) de la définition 7. Cette contrainte
de typage de référence n'est pas exprimable par d’aulres notions de schéma pour les données
semi-structurées présentes dans lg littérature, typiquement les DTD. Par exemple, dans une
DTD, on ne pourrait pas indiquer qu’un lien de référence editepar doit pointer vers un
éditeur (plutot que vers un livre, un article, etc).

3.2 Schéma de données semi-structurées et logique multi-modale hy-
bride

Dans cette section, nous allons montrer qu'un schéma de données semi-structurées (tel
que défini précédemment) peut étre exprimé par une formule de la logique multi-modale
hybride, comme les contraintes le sont.

Notre objectif est de définir une fonction de traduction TRAD qui, & un schéma G, associe
une formule TRAD(G) de la logique multi-modale hybride telle que : pour tout graphe
M de données semi-structurées, M est une instance de G si et seulement si MM satisfait
globalement la formule TRAD(G). Cette démarche peut éfre visualisée par le schéma de
la figure 5.

TRAD
Schéma G {grammaire de motifs) -———> TRAD(G)
J instance . vérifice par ( FEpm )
Modéle de la logique
Instance de G = multi-modale hybride
§= (Sa 7 R7V) Mm= (S,T‘, RaV:Inom)

avec Inom(root) =r

F1G. 5 — Principe de la traduction du schéma

Les deux structures 90 et S étant trés similaires, nous nous permettons de les identifier
dans la suite et de les noter 900

La définition d*une instance d'un schéma fait intervenir une premiére condition (Pre(SM)
est un arbre) qui est en fait indépendante de la grammaire de motifs spécifiant le schéma.
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Nous allons donc commencer par traduire cette condition par une formule, notée ARBRE,

de la logique multi-modale hybride.

Le fait que Pre(S) est le sous-graphe de 9 obtenu en supprimant les arcs étiquetés par

des références est traduit (dans la formule ARBRE) alaide de :

— Putilisation des opérateurs modaux (e) et [e] avec e € £ exclusivement, et

— une restriction des opérateurs F' et 7, dans le méme esprit :
Soient RF = UeemTe (ensemble des relations associées & des étiquettes qui ne sont pas
des références) et RY * la fermeture transitive de RE. Soit FZ Popérateur défini par :
M, 9,5 Epm FP ssi il existe s’ € S tel que ((s,4') € REY o M, 9,5 Enm @)

" De la méme fagon que G peut &tre défini par rapport & F, Popérateur G¥ est défini par
GErp =gy ~FE—p.

Pour des raisons de lisibilité, nous utilisons dans la suite les abréviations G*, F*, GF* et
FE* définies respectivement par G#*a =def P A GEap, FE*p =gef PV FEq G*4p =def
1,()/\@1,0, et F*T,b “def ’l/)VF’l,b

Le graphe Pre(9M) est un arbre ssi les trois propriétés ci-dessous sont vérifiées :

{al) tous les états de Pre(9) sont accessibles & partir de la racine r, ce que nous traduisons
en logique multi-modale hybride par la formule v} =g.f |2 Opoot FP* -

(a2) Pre() ne contient pas de cycle, ce que nous traduisons en logique multi-modale
hybride par la formule v =45 |z -Ffg,

(a3) tout état de Pre(9M) a au plus un prédécesseur, ce que nous traduisons en logique
multi-modale hybride par la formule
3 =def @rootGE*im @rootGE*iy @rootGE*Jrz (VeEE @y<e)m A VeEE @z(e)m — @yz)-

Nous pouvons établir le résultat intermédiaire suivant :

Lemme 1 Le graphe Pre(9M) est un arbre ssi M |=py ARBRE ol ARBRE =405 91 A
Pa Ads.

FEsquisse de preuve : Le graphe Pre(9) est un arbre ssi Pre(9N) vérifie les trois propriétés
(al), (a2) et (a3) décrites ci-dessus. On peut décomposer la preuve en 3 étapes principales.
La premiére étape consiste & prouver que Pre(9M) vérifie la propriété (al) ssi M Epm 1.
Le seconde etape va consister & prouver que Pre(9) vérifie les propriétés (al) et (a2) ssi
M |=hm P1 A 9o Enfin, la derniére étape va consister a4 prouver que Pre(9M) vérifie les
propriétés (al) et (a3) ssi M =pm 1 A s, O

La preuve détaillée peut étre trouvée en annexe B.

Sachant que Pre(9M)} est un arbre, il convient maintenant d’exprimer les conditions (ii)
et (iil) de la définition d’une instance (définition 7). Ces deux conditions sont traduites a
I’aide des deux définitions suivantes :

Définition 8 (Traduction d’une expression) Soit expr une expression de motif. La
traduction de Uezpression de motifs expr, notée Tezpr est définie de lo fagon suivante :

1. Siexpr est A alors Tegpr — Noce (@} T
2. Si expr est un motif disjonctif expri|-- - |lexpr; alors Tepp, = Vie[l__j} Texpr;

3. Si expr est un motif conjonctif® my,--- ymj alors

3Un motif élémentaire est considéré ici comme étant le cas particulier de motif conjonctif & un élément
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soit £ = {e | (e N)t apparait dans expr},

soit & = {e | (e N)! apparait dans expr},

soit £ = {e | (e N)7 apparait dans expr}, et

$0it Fegpr 'ensemble des étiquettes apparaissant dans expr.

Teapr = Nee, (AT A
18 Acee, ((eHy (Qzlely)) A
Nece, (5(E)T V (17 (ely (Qglely))) A

AEEE-—Eempr _|(B)T

En fait, Tegpr est la traduction d'une expression de motifs en un état donné. Dans la
traduction, toute expression traduite ezpr est associée a4 un symbole non terminal N de V,
c’est-a-dire que expr = Ezpr(N), nous utilisons donc le racourcis d’écriture 7 défini par

TN =def TEzpr{N)

Définition 9 (Traduction de schéma) Soit G un schéma. Sa traduction, notée TRAD(G),
est 1a formule :

ARBRE A TRAD:(G) ATRAD(G)

ou TRAD,(G) =def @y o0t (TRoot A /\geE G* [e]TSymb(e)) , et

TRAD?(g) =def @0t (A?EE G* [?]J,:E (VeeLabet(Symb{?})ﬂE Qoo F* (6):{.’)) :

Intuitivement, TRAD(§) et TRADs(G) expriment respectivement les conditions (i) et
(iii) de la définition 7.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous illustrons la traduction dun
schéma semi-structuré en une forrmmule de la logique multi-modale hybride pour notre
exemple courant.

Exemple 1 (suite} La formule associée & la grammaire G définie dans I'exemple 2 est
TRAD(G) = ARBRE A TRAD,(G) ATRAD,(G) on
TRAD(G) est @uopr  (TRoot A G¥[doc|Tpoc N GFlediteur| TR gitens N G [nOM] TN om A
G*|articlelTary N G¥[book|TBoor A G*[auteur|tyom A
G*[titre]Tnom A G*[date|Tpa A G*[isbn]Trg)

TRADs(G) est Qo (G*[citeldx (@ oot F* (doc)z) A
G*|edite|lz Qoo F* {book) ) A

G*[editepar]iz (QpopF* {editeur)x))
avec
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TRoot : /\eGE\{dac,editew} —{e) T
TEditeur Y (nom”»b (@a[nom]b) A /\eeﬁ\{nom,aﬁé} _'(e) T

TDoc : la (book)]b (Q,[book]b)
A la {article}|b (@ [article]b)
A /\eES\{book,article} —|(6) T

Tart . (auteur) T
A la (titre)lb (Q,[titre]b)
A {(—{date} T V la (date)lb (@,[date]d))
A /\e(_—'é'\{auteur,titre,date,mé} _'(e) T

TBook  ° la {isbn)|b (@, [isbn]b)
A Aee&\{isbn,cTzé} m'(e) T

(auteur) T

A la (date)lb (@Qg[date]b)

A la (titre)lb (Q,[titrelb)

A la (editepar)|b (Q,[editepar]b)

A AeES\{auteur,date,titre,cﬁé,m} ~{e) T

TNom : /\ees _'(e) T
et Nege e} T

Trse ¢ Nece (@) T

L’exemple principal associé au graphe de données présenté dans la figure 1 est un modele
de TRAD(G;) donc ce graphe est une instance du schéma Gj.

Nous énoncons maintenant le résultat principal de cette section :

Théoréme 3 Soit TRAD(G) la formule de la logique multi-modale hybride définie par
ARBREANTRAD:(G) NTRAD(G). Un graphe de données 9 est une instance de § ssi
M E=pm TRAD(G).

La preuve de ce théoréme se trouve en annexe C.

Voici un second exemple illustrant la traduction d’un schéma récursif. La grammaire que
nous utilisons pour cet exemple décrit un arbre binaire.

Exemple 2 (schéma récursif) Soit la grammaire Gs = (Vs, Root, &3, R3) o V3 =
{Root, Abr, Feuil}, &5 = {arbre,ag, ad, feuille} et
R3={ Rooi ::= (arbre Abr)*
Abr = (ag Abr)), (ad Abr)!
| (feuille Feudl)! }
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La formule associée 4 la grammaire Gs est TRAD(G3) = ARBRENTRAD(G3)ATRAD;(Ga)
ol

TRAD1(G3) est @pp01(TRoot A G¥[ag]Tape A G* [G.d]TAbr NG [feuille]'?’pem'g), et TRA.DQ(Q3)
est T,

avec
Troot © (arbre)T A Nece(arirey ™€) T
Tabr Ja {ag)lb (Qqagib)
Ala {ad) b (Q,[ad]b)
A Aee&'\{ag,ad} -_'(e) T
\%
da {feuville)|b (@,|feuille]b)
A /\eeé‘\{feuille} _'(8) T
TFeuil : /\ee&' _'(e) T

Autres approches et perspectives

Dans la section 2, nous avons déja explicité le lien entre notre approche et le travail de
[BFW98].

Dans [ADdR01}, une logique propositionnelle dynamique avec nominaux, notée

PDIFATH gt proposée afin d’étudier la formalisation de contraintes sur les chemins pour

les données semistructurées. La sémantique de cette logique est définie par des graphes

orientés, non ordonnés, enracinés et connexes. D’une part, les auteurs montrent que cette
logique permet de formaliser les contraintes d’inclusion. D’autre part, ils montrent que le
probléme de I'implication pour ces contraintes est décidable en temps exponentiel.

- Le langage de la logique logique multi-modale hybride que nous explorons dans le pré-
sent article permet d’exprimer des propriétes de graphes que PDLTATH ne peut pas
exprimer : ceci grice & la présence de variables d’état et du binder |. En effet, comme
montré dans [ABM99], la logique multi-modale hybride sans les opérateurs de cloture #
et G, sans variables d’états et sans binder | est décidable. Par contre 'ajout du binder
J rend le probléme de la satisfiabilité indécidable : la logicue obtenue est équivalente au
fragment de la logique classique du premier ordre dit "borné".

— PDLPATH permet d’exprimer la cloture réflexive et transitive de n’importe quelle rela-
tion de chemin, et non pas seulement de l'union des relations d’accessibilité comme c’est
le cas pour notre langage.

Parmi les perspectives de notre travail, il serait intéregsant d’étudier des fragments de la

logique multi-modale hybride, interprétés sur des graphes connexes enracinés, et ceci en

relation avec PDLFATH  Le fragment contenant F' et G mais ne contenant pas le binder
| est un premier candidat. Cette étude pourrait produire en général des informations sur
la décidabilité de fragments de logique multi-modale hybride.

En connection avec ce qui précéde, nous avons aussi pour objectif d’identifier des frag-

ments intéressants dans le cadre de 'optimisation et du probléme de Vinclusion de requétes

XPATH dans la lignée de [DT01, CLMO02].

A notre connaissance, notre travail est pionier en ce qui concerne la notion de schéma,

notion assez générale pour permettre le typage des références. Les liens entre notre approche

et celles de [CGLY8] méritent d’étre explorés.
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A Preuve du théoréme 1 (énoncé a la page 9)

Le langage P de [BFW98]| est un sous-langage de la logique classique du premier ordre.

Etant donné un ensemble d’étiquettes E et un ensemble de relations binaires R = {R,|Ve €
E,R. C FE x E}, un ensemble de symboles propositionnels, un modeéle de la logique clas-
sique du premier ordre est une structure Z de la forme Z = {D,ZgrEr, LconsT} o0t D est un
ensernble non vide appelé domaine, Trgy, envoie chague symbole de relation a n arguments
sur une relation de R, c’est-a-dire sur un ensemble de n-uplets éléments de D" {dans notre
cas, on a toujours n = 2). Dans le cadre de V'article [BFW98], I'ensemble des fonctions se
limite & une seule constante : 7. Ainsi, ZoonsT envoie la constante r sur un élément du
domaine de D que nous nomerons r par simplicité.

La preuve de ce théoréme va consister a exhiber une fonction de traduction dune formule
de P dans une formule de #.

Dans la suite, on note Mz le modéle de la logique multi-modale hybride associé & un modeéle

T de la logique classique du premier ordre. On définit Mz comme suit :

Mz = (S,r, {re|Ve € E,r.: E = E}, V,Thom) o1t

— chaque état de S correspond 4 un élément de D,

— quelque soit €, 7e = Zren(Re),

— V est vide,

— PROP est vide,

— il existe un état distingué r dans S et tel que Inom(r) = 7. (par simplicité, on utilise le
méme nom de variable pour la syntaxe et pour la sémantique).

La fonction de traduction, que nous nomons Tp fait correspondre une contrainte de chemin
C de P (sur un modéle Z) 4 une formule de la logique multi-modale hybride telle que

T =0 C s5t Mz [=pm TP(C)

D’apreés la défintion de formule de P, C est une formule rectifiée* exprimant une contrainte
de chemin de la formule backward ou forward.

Une contrainte C étant de la forme C = Vzy (a(r, z) A 8{(z,y) — ¥(z,y)), la traduction de
cette contrainte, notée Tp(C) est définie de la fagon suivante :

Te(Yzy (afr,z) A Bz, y) — v(z,))) = PREF(a(r, 5)(PREF(B(z,y))SUF F(y(z,y)))

avec

PREF(ez(z,y)) = Qgly

avec x € SVAR et y € SVAR
PREF(R.{z,y)) = @le]ly

avec z € SVAR et y € SVAR
PREF(3(Be(2,7) A B(5,1)) = Qlellz PREF(B(z,y))

avect € SVAR ety SVAR

4Une formule ¢ est dite rectifide si
1. l’ensemble des variables libres de C et ’ensemble des variables Hiées de € sont disjoints, et

2. 81 Q1 et (@2 sont deux occurences distinctes de quantificateurs dans C alors @1 et {2 lient deux
variables z et y différentes.
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et

SUFF(e(z,y)) = @y
avec 7 € SVARet y € SVAR
SUFF(Re(xay)) = @x<e>y
avec z € SVARet y € SVAR
SUFF(3z(Re(z,2) AB(2.9))) = Qule)lz SUFF(B(z,y))

avec z € SVARet y € SVAR

La preuve du bien fondé de cette traduction nécessite une définition et la preuve de quelques
lemmes.

Définition 10 (taille d’un chemin de P) La taille d'un chemin e{z,y) de P, notée
|a(z, y)| ou |a|, est définie récursivement (selon la forme de a(z,y)) de la fagon suivante :

si afz,y) = e(z,y) alors |a(z,y)| =0
si a(z,y) = Re(z,y) alors |a(z,y)| =1
si a(z,y) = J2(Re(z, 2) Ad(z,y)) alors |a(z,y)| = |6(z,y)| + 1 on d(z,7) est un chemin.

Lemme 2 Si M, 9,5 Epm SUFF(B(z,y)) alors M, g Enm SUFF(B(z,y)).
Notons que la réciproque est de ce lemme est évidente.

Preuve: De fagon & prouver ce lemme, on prouve que
M, 9,51 Enm SUFF(B(z,y)) ssi M, g, 55 nm SUFPF(B(z,y)) avec s, # 52,

On identifie trois différents cas correspondant a la forme de 8(z,y) :

Cas 1 : si B(z,y) est de la forme e(z, y).
m,gasl lzhm SUFF(€($7y)) 8si 9Jt!ga'f'sl {th @my ssi m?st I:h.'m. Y, et
M, q,82 |Epm SUFF(e(z,y)) ss1 M, g, 82 F=pm Quy 581 M, 9,2 Fpm -

Cas 2 : si S(z,y) est de la forme R.(z,y).
M, g,51 Frm SUFF(Re(z,y)) ssi M, g,51 Frm Qe({Re)y ssi M, 9,2 Fhm (Re)y,
et
mag:32 lzhm SUFF(Re(LE,y)) ssi Dﬁ') 4,52 lzh'm @x(Re)y ssi EDT, g,z lzhm (Re)y'

Cas 3 : si B{z,y) est de la forme Jz(R.(z,z) A d(z,y)).
Alors, M, 9,51 [t SUFF(3e(Ro(,2) A 3(2,1)))

ssi M, g, 81 F=pm Qu(Re)lz SUFF(8(2,y))
ssi M, 9,7 Fpm (Re)lz SUFF(8(z,y)).
Et, M, g, 52 Epm SUFF(32(Re(xz,2) A d(2,y)))
ssi M, g, 82 Frm Qz{Re)lz SUFF(é(z,y))
ssi M, 9,2 F=pm (Re)dz SUFF(6(z,y))
B

D’ aprés la définition de satisfaction globale respectivement 4 une valuation (voir 1.2 page 7),

la propriété réciproque du lemme 2 est évidente. Cette remarque donne lieu au corrolaire
suivant (corrolaire 1) :

Corollaire 1 (du lemme 2) Si9t, g,s =pm SUFF(B(z,y)) ssiM, g Epm SUFF(S(z,1)).
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Lemme 3 Soit  une évaluation des variables du langage de la logique classique du premier
ordre et soit g une évaluation des variables d’état de la logique multi-modale hybride. On
a:ZI,v =g Bz, y) avec v(z) = a et v(y) = bssi Mz, g F=pm SUFF(B(w, 1)) avec g(z) = a

et g(y) =b.

Ce lemme exprime la propriété : “il existe un chemin de z & y dans Z ssi il existe un chemin
de z & y dans 9M7".

Preuve: La preuve est faite par induction sur (3.

(Cas de base) |8(z,y)| = 0. Dans ce cas, B(z,y) est £(z, y).

Alors, I, v |5, B{z,y) avec v(z) =a et v(y) =b
sst Z,v =y, e(z,y) avec v(z) =a et v(y) = b
ssi Z,v |=po =y avec v(z) =a et v(y) =b
ssi v(z) = v(y) avec v(z) = a et v(y) =b.

Et, Mz,9,58 Erm SUFF(B(z,y)) avec g(x) =a et g(y) =b
ssi Mz, 9,8 Enm SUFF(e(x,y)) avec g(z) =a et gly) =b
ssi M, 9,8 Frm Qgy avee glz) =a et gly) =b
ssi Mz, 9,9(z) Faum y avec g(z) =a et g(y) =0
ssi g(z) = g(y) avec g(z) = a et g(y) = b.

(Hypothése dinduction) Z,v =y, B{z,y) avec v(z) =aect v(y) =b
ssi Mr,9 Erm SUFF(B(z,y)) avec g{z) = a et g(y) = b pour |B(z,y)| =n — 1.

(Cas d’induction) |3{z,y)| = n avec n > 0. |B(z,y)| = n c'est-a-dire B(z,y) est de la
forme 3z(Re(z, 2) A d(z,y)). Notons que |§(z,y))| =n — L

Alors, I,v |=¢, B(z,y) avec v(z) = a et v{y) =b

ssi T,v o F2(Re(®, 2) A 6(2,y)) avec v(z) =a et v(y) =b

ssi il existe d € D tel que Z,v1 |=fo Re(z, 2) A d(2, 1)
avec v, ~ v et m(z) =det 1(z) =aet v(y) =b

ssi il existe d € D tel que Z, 11 f=50 Rel2,2) et Z,v1 =50 6(2,9)
avec 1, ~vet vi(z) =aet iyl =bet n(z)=4d

ssi il existe d € D tel que (v1(z),11(2}) € Lra(Re) et I,11 =50 0(2,y)
avec v) ~ v et v1(z) = a et 11 (y) = b et 1 (z) = d.

Et, Mz,9,s Izhm SUFF(ﬁ(iL‘, y)) avec g(IL') =aet g(y) =b

ssi Mz, 9,5 Epm SUFF(Jz(Re(z,2) Ad(2,y))) avec g(z) =a et gly) =b

ssi Mz,9,8 Frm Qo(Replz SUFF(8(z,y)) avec g(z) = a et g(y) = b

ssi (% Mz, g, 9(2) Enm (Re)dz SUFF(8(2,y)) avec g(z) =a et gly) =b

ssi (42) il existe d € S tel que (g(z),d) € R, et Mz1,9,d Epm Lz SUFF(6(2,y))
avec g{z) =a et gly) =b

ssi () ] existe d € § tel que (9(z),d) € R, et Mz, g1,d Epm SUFF(5(z,v))
avec glz) =a et g(y) =bet g1 ~ g et g1(2) =d
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ssi () il existe d € § tel que (g(z),d) € R, et Mz, q1 Enm SUFF(6(z,y))
avec g(z) =a et gly) =bet g1 ~ g et g1(z) =d

L’équivalence (al) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur @. L’équivalence
(a2) est obtenue d’aprés la sémantique de I’opérateur {R,). L'équivalence (a3} est ob-
tenue d’aprés la sémantique de Popérateur | . L’équivalence (a4) est obtenue d’aprés
le lemme 2.
Sachant que |6(z,y)] = n — 1 et d’aprés 'hypothése d’induction appliquée & §(z,v),
Mz, g, s Enm SUFF(B(z,y)) avec g(x) = a et g(y) = best équivalent A7, v [=¢, Bz, ¥)
avec v(z) =a et v(y) = b

Corollaire 2 (du lemme 3) Soit g une valuation des vartables d’état de la logique multi-
modale hybride. Soient deux état a et b de S. On a : il existe un chemin S allant de a 4 b
ssi Mz, ¢ F=pm SUFF(B(z,y)) avec g{z) = a et g(y) = b.

Par définition, T |=f, Yazy(alroot,z) A B(z,y) = y{z,y)) signifie que “Pour tout état
51 € D et pour tout état so € D, si il existe un chemin éventuellement vide o allant de r &
s1 et il existe un chemin éventuellement vide B allant de 31 & s9 alors il existe un chemin
éventuellernent vide v ollant de s1 & 32.”

Lemme 4 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

® M |=um Tp(Vay(alroot, z) A Bz, y) = v(z,9)))

e Pour tout état s; € 5 tel qu’il existe un chemin éventuellement vide « allant de r 4 34,
pour tout état se € .5 tel qu’il existe un chemin éventuellement vide 5 allant de a & sq,
il existe un chemin éventuellement vide -+ allant de s; & s9.

On rappelle que la M |=py Te(Voy(alroot,z) A Blz,y) = ~(z,y))) est équivalent A
M t=hm PREF (a(r,z))(PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))).

Esquisse de preuve ; La preuve est constituée de trois parties :
Premiére partie : Prouver que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
® M |=pm PREF (afr, z))(PREF (B(z,y))SUFF(y(z, y))),
e Pour tout état 51 € § tel qu'il existe un chemin éventuellement vide e allant de
ra sy, ona g, s Frm PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y)) avec g'(z) = s1.
Deuxiéme partie : Prouver que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
* M Fpm PREF (afr, z))(PREF(B(z,y))SUFF(v(z,9))),

s Pour tout état g7 € § tel qu'il existe un chemin éventuellement vide « allant
de r & 81, pour tout état s2 € 5 tel qu’il existe un chemin éventuellement vide
g allant de s & 32, on a M, ¢", 82 |Fpm SUFF{y(z,y)) avec ¢"(z) = 8 et
9" (y) = sa-

Troisiéme partie : Prouver que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

e M kpm PREF(a(r,2))(PREF((z,y))SUFF(1(z,1)),

o Pour tout état s; € 5 tel qu'il existe un chemin éventuellement vide ¢ allant de
r & §1, pour tout état s2 € § tel qu’il existe un chemin éventuellement vide 3
allant de s; & s9, il existe un chemin v de s; 4 382

27



Preuve:

Premiére partie : Prouver que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
© M =pm PREF(a(r,z))(PREF (B(z, 1)) SUFF (y(2,1))),

o Pour tout état s; € § tel qu’il existe un chemin éventuellement vide e allant de
ra sy, onaM, g, 81 PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y)) avec ¢'(z) = s1.

On rappelle que d’aprés la définition de satisfaction globale,

M =pm PREF(a(r,z)){(PREF(B(z,y))SUFF{y(z,y))) signific que pour toute va-
luation g, pour tout état s € .5,

M. 9,8 l=nm PREF(afr,z))(PREF(S(z,y))SUFF(v(z,y)))-

Pour prouver ’équivalence correspondant a la partie (1), nous nous s’interessons a la
valeur de la traduction de PREF(a(r,z)) en fonction de la forme de a(r, z). D’aprés
la définition de chemin (définition 1 page 8), a(r,z) peut avoir 3 formes différentes.
Ces trois formes donnent donc lieu a trois sous-cas.

Soit ¢ une valuation quelconque et s un état quelconque.

(Sous-cas 1) - cas du chemin vide |a(r,z)| = 0 c’est-a-dire a(r, ) est de la forme

e(r,y)-
Dans ce cas, M, g, 5 Epm PREF (alr,z))(PREF(B(z,y))SUFF{y(z,y)))

ssi M, g, 8 Epm PREF(e(r,z))(PREFS(x,y))SUFF(y(z,y)))

ssi (@1 9, g, 8 Epm Qrootle (PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))) ol z € SVAR et
y € SVAR

ssi (92 M. g, 7 Fpm dx (PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))) oz € SVAR et y €
SV AR

ssi () M, ¢, r =pm (PREF(B(z,y))SUFF(v(z,y))) ot # € SVAR, y €
SVAR, ¢ ~getg(z)=r

L’équivalence {al) est obtenue d’aprés la définition de la traduction Tp (sec-
tion A page 24). L’équivalence (a2) est obtenue d’aprés sémantique de Popé-
rateur @ de la logique multi-modale hybride. T.’équivalence (a3) est obtenue
d’aprés sémantique de Popérateur | de la logique multi-modale hybride.

Ici, le seul état sy tel qu’il existe un chemin vide « allant de r & s; est r.
Donc M, ¢, 7 F=nm (PREF(B(x,v))SUFF(v(z,y))) avec ¢'(z) = r°. est bien
équivalent & “pour tout état 51 € S tel qu’il existe un chemin éventuellement
vide o allant de v & 51, on a M, g, 51 Epm PREF(B(2,y))SUFF(y(z,y)) avec

gl' (m) — S]_ .11
Pour une raison de simplification de la preuve, nous supposerons qu'un chemin de P

ne peut pas contenir une sous-formule de la forme 3z( R, (21, 2) Ae(z, 11 )). C'est-a-dire
que le chemin vide £ ne peut pas apparaitre dans 'expression d'un chemin de longeur

®La valeur de g pour les états différents de z est quelconque puisque g est quelconque et g’ g
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non vide. Cect ne constitue pas une restriction du langage P car un tel chemin peut
étre écrit de facon sémantiquement équivalente par R.(z,y).

Les deux autres sous-cas suivants, correspondant 4 un chemin a(r,z) non vide, vont
constituer une preuve par induction. Le sous-cas 2, correspondant & un chemin «
de longueur 1, est la base de I'induction. Le sous-cas 3, correspond quant & lui &
un chemin de longueur strictement supérieure a 1, constitue le cas d’mduction de la
preuve.

(Sous-cas 2 - cas de base de Pinduction) |a{r,z)| = 1 c’est-a-dire a(r, z) est de
la forme R.(z,y), o0 R, € R
Dans ce cas, I, 9,8 Frm PREF(a(r,y))(PREF(B(z,y))SUFF(y(z,1)))

ssi M, 9,8 [=pm PREF(R(r,z})(PREFB(z,y))SUFF (v(z,y)))

551 0 90, 9,5 g, @rouelel b (PREF(B(0,1))SUFF(x(z,1))) od z € SVAR
ety e SVAR

ssi (92 M. g,r Epm lellz (PREF(8(z,y))SUFF(vy(z,7))) oi z € SVAR et
y € SVAR

ssi (93) pour tout état s; accessible de r par un arc étiquetté par e,
M. g,51 Enm z (PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))) ot z € SVAR et y €
SVAR

ssi (*1) pour tout état s; accessible de r par un arc étiquetté par e,
M, g, 51 Fum (PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))) otz € SVAR, y € SVAR,
g ~getg(z)=s

ssi (#5) pour tout état s, accessible de r par le chemin a,
M, g', 51 Fhm (PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))) avec g'(z) = 51

L’équivalence (al) est obtenue d’aprés la définition de la traduction Tp (sec-
tion A page 24). L’équivalence (a2) est obtenue d’aprés sémantique de 'opé-
rateur @ de la logique multi-modale hybride. L’équivalence (a3) est obtenue
d’apres sémantique de I'opérateur [e] de la logique multi-modale hybride. L’équi-
valence (a4) est obtenue d’aprés sémantique de Popérateur | de la logique multi-
modale hybride. L’équivalence (a5) est obtenue d’aprés la définition du chemin
.

(Hypothése d’induction) On suppose que pour tout chemin § de longeur n > 1,
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

¢ M f=pn PREF(S(r1, 2))(PREF(B(2,y))SUFF (y(z,y))),

e Pour tout état s; € S tel qu’il existe un chemin éventuellement vide §
allant de r; & s1, on a M,¢', 81 =pm PREF(S(z,y))SUFF(y(z,y)) avec

g'(z) = 1.

(Sous-cas 3) - cas d’induction |a(r,z)| = n+ 1 avec n > 1, c’est-a-dire a(r, z)
est de la forme Jz(R.(x, 2) A 6(2,y)). On note ici que d{z, y) est de taille n.
Dans ce cas, M, 9,8 Frm PREF(a(r,y)(PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y)))

ssi M, g, 5 Frm PREF(J2(Re(w, 2) A 6(2, y))HPREF(z,y)) SUFF(y(z,y)))

ssi (1) 9, 9,5 Fnm Qrouilellz PREF (B(2,y))(PREF(8(z,y)) SUFF (v(z,y)))
onx € SVARetye SVAR
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ssi 92 O, g, 7 |=pm [e]lz PREF(5(z,y))(PREF(8(z,y))SUFF(y(z,y)}) ou
z€SVAR ety € SVAR

ssi (#3) pour tout état s, accessible de r par un arc étiquetté par e,
M, 9,7 Frm +2 PREF(8(z,y))(PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))) ob = €
SVAR, y € SVAR

ssi (94 pour tout état s, accessible de  par un arc étiquetté par e,
M, g, Enm PREF(3(z,y))(PREF(B(z,))SUFF(v(z,y))) otz € SVAR
et y € SVAR, g <~ g et ¢*(2) = sy,
ssi (@5) pour tout état s, accessible de r par un arc étiquetté par e,
pour tout état s; € S tel qu'il existe un chemin éventuellement vide B allant
de sp & 51, mw 4,31 I:hm PREF((S(Z,y))(PREF(ﬁ(:E, y))SUFF('Y('T:-y)))
ouz € SVAR et y € SVAR, g"(2) = sp, et ¢'(z) = 51
ssi (06) pour tout é&tat s1 accessible de r tel qu’il existe un chemin « allant de
r 4 81, Mg, 51 Frm (PREF(B(z,y))SUFF(vy(z,y))) ot z € SVAR et
y € SVAR, ¢"(2) = sp, et g'(z) = 51
L’équivalence {al) est obtenue d’aprés la définition de la traduction Tp (sec-
tion A page 24). L’équivalence (a2} est obtenue d’aprés sémantique de I'opé-
rateur @ de la logique multi-modale hybride. L’équivalence (a3) est obtenue
d’aprés sémantique de 'opérateur [e] de la logique multi-modale hybride. L’équi-
valence (a4) est obtenue d’aprés sémantique de 'opérateur | de la logique multi-
modale hybride. L’équivalence (a5) est obtenue d’aprés I'hypothése d'induction
appliqué au chemin §. L’équivalence (a6) est obtenue d’aprés la définition du
chemin o.

Deuxiéme partie : Prouver que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

o M f=pm PREF(or, z){ PREF(B(z,y))SUFF(v(z,y))),
e Pour tout état s; € § tel qu'il existe un chemin éventuellement vide o allant
de r & 81, pour tout état s € § tel qu'il existe un chemin éventuellement vide
8 allant de s; & 52, on a M, g", 50 FEpm SUFF{y(z,y)) avec ¢'(z) = 51 et
9"(y) = so.
D’aprés I'étape précédente,
o M Epm PREF(a(r, z))(PREF(B(z, y) SUFF(y(x,y))),

o Pour tout état s; € S tel qu'il existe un chemin éventuellement vide o allant de
r & sy, onaM g, s Frm (PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y)) avec ¢'(z) = 51.

A ce point de la preuve, il doit certainement apparaiire au lecteur que cette étape
peut &tre prouvée de fagon similaire 3 Pétape précédente. Nous ne détaillons donc
pas la preuve de cette étape.

Troisiéme partie Prouver que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
o M Epm PREF(a(r,z))(PREF(B(z,y))SUFF(y(z,y))),

o Pour tout état s1 € S tel qu'il existe un chemin éventuellement vide o allant de
T 4 81, pour tout état sy € S tel qu'il existe un chemin éventuellement vide 3
allant de s7 A s9, il existe un chemin « allant de 37 & s2.

D’aprés les deux étapes précédentes,

o M f=pm PREF (a(r, z))(PREF(B(x,y))SUFF (v(z,y))),
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s Pour tout état s; € S tel qu’il existe un chemin éventuellement vide o allant
de r & 51, pour tout état sy € S tel qu’il existe un chemin éventuellement vide
P allant de sy & s2, on a M, ¢", 82 |=pm SUFF(y(z,y)) avec ¢"(z) = 51 et
9"(y) = s2.
D’apres le corollaire 1 page 25, la seconde propriété est équivalente & “pour tout état
s1 € 8§ tel qu’il existe un chemin éventuellement vide o allant de v & 51, pour tout
état s9 € S tel qu’il existe un chemin éventuellement vide 3 allant de 51 & 59, on a
M, g" Enm SUFF(y(z,y)) avec g"(z) = s1 et ¢"(y) = 82.”
D’aprés le corrolaire 2, ceci est équivalent & “pour fout état 51 € S tel qu’il eriste un
chemin éventuellement vide « allont de v & s1, pour tout état so € S tel qu'il existe
un chemin éventuellement vide § allant de s1 @ s9, il existe un chemin v allant de s,
a 59.7
[ |

B Preuve du lemme 1 (énoncé i la page 17)

On rappelle que Pre(01) est un arbre ssi les trois propriétés ci-dessous sont vérifiées
(al) tous les états de Pre(90t) sont accessibles & partir de la racine r,
(a2) Pre(9M) ne contient pas de cycle, et

(a3) tout état de Pre(90) a au plus un prédécesseur.

On rappelle que Pre(S) est le sous-graphe de données obtenu en supprimant de S toutes
les références et est défini par : (S,r, Pre(R),V) de 8, ot Pre(R) = {r.|r. € Rete € E}.
On rappelle également que les formules 1y, ¥, 13 et ARBRF ont été définies comme suit :

i =def lz @TootFE*ﬂ';g 'lpﬂ =def J.{E —!FE.T,
3 =def @rootGE*wl'm @rootGE*J«y @TootGE*J«z (VGEE @y(e)ﬂ: A VeEE @,{e}r — @yZ), et
ARBRE =ge5 1 A 1ha Aps.

Preuve:
La preuve consiste en quatre étapes :

1. prouver que Pre(9M) satisfait (al) ssi M =pm Y1,

2. Prouver que Pre(90) satisfait (a2) ssi 9N f=pp o,

3. Prouver que Pre(9M) satisfait (al) et (a3) sst MM Epp 91 A 93,

4. Prouver que Pre(9) satisfait (al), (a2) et (a3) ssi M |=p, ARBRE.

Premiére étape : Prouver que Pre(90) satisfait (al) ssi 90 =ppm 9.
m |=hm P

ssi (1) om Fhm 12 @ppor FE*
ssi (22) pour tout état s € S, pour toute valuation g, M, g, 8 Epm 12 Qoo FF*z

ssi (#8) pour tout état s € S , pour toute valuation g, M, ¢’ s =pm Qoo FE*x avec ¢’ Zog

et ¢'(z) = s

ssi (*4) pour tout état s € S, pour toute valuation g, M, ¢, Erm FF*z avec ¢ & g et

g'(z) =s

ssi (%) pour tout état s € S, pour toute valuation g, M, ¢, 7 |=pm FPzVz avec ¢ < g et

gl(z)=s
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ssi (98) pour tout état s € S, pour toute valuation g, M. ¢',7 Fam & ou M, ¢, 7 [Epm Fiz
avec ' ~ get g(z)=s

ssi pour tout état s € S, pour toute valuation g, ¢'(z) = r ou M, ¢, =pm FEz avec g’ ~
get g'(z) =s

ssi pour tout état s € S, pour toute valuation g, s = r ou M, ¢, 7 =pm FEz avec ¢’ ~ g
et g'{z) =3

ssi (¢7) pour tout état s € S, pour toute valuation g, s = r ou il existe s; € S tel que
(r,51) € REY et M, ¢', 51 Epm z avec ' X g et g'(z) =3

ssi pour tout é&tat s € S, pour toute valuation g, s = r ou il existe sy € S tel que
(r,51) € REt et g'(z) = 51 avec ¢’ ~ get ¢'(z) = s

ssi pour tout état s € S, s = r ou il existe s; € S tel que (r,81) € R¥F et s = 51

ssi pour tout état s € S, s = r ou il existe s; € S tel que (r,s) € RET,

L’¢quivalence (al) est obtenue d’aprés la définition de ;. L’équivalence (a2) est obte-
nue d’aprés la définition de satisfaction globale. L’équivalence (a3) est obtenue d’apres
la sémantique de I'opérateur | . L’équivalence (a4) est obtenue d’aprés la sémantique de
I'opérateur @,.,u;. L'équivalence (ab) est obtenue d’aprés la définition de 'opérateur FEx
L’équivalence {(a6) est obtenue d’aprés la sémantique de opérateur V. L’équivalence (a7)
est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur F¥.

Nous venons de prouver que 9 =5, 91 est équivalent & pour tout &tat s € 5, s =r ou il
existe 81 € S tel que (r,s) ¢ R¥t. Notons cette propriété (7).

Supposons que M Fpm 1. D’apres (1), pour tout état s € §, s =r ou il existe 51 € S tel
que (r,s) € RET. Donc, pour toute valuation, pour tout état s de Pre{9), soit s est la ra-
cine r, soit il existe un chemin non vide dans Pre(9) allant de la racine r & s. Ceci signifie
que pour toute valuation, pour tout état s de Pre(9M), il existe un chemin (éventuellement
vide) allant de la racine & s. Ceci correspond 3 dire que Pre(9) satisfait la propriété (al).

Supposons maintenant que Pre(M) satisfait la propriété (al). Ceci signifie que tous les
états de Pre(9M) sont accessibles & partir de la racine r. Soit 5 un état de Pre(M) (ie.
un état de S). On peut distinguer deux cas complémentaires : soit s est la racine r, soit s
est un état différent de la racine r. Dans le premier cas, il existe trivialement un chemin
(vide) de r & s. Dans le second cas, Pre(M) satisfait la propriété (el) implique qu’il existe
un chemin non vide de » 4 s dans Pre(9M). Ceci signifie qu'il existe un chemin dans 9N, ne
contenant que des étiquettes de 77 c’est & dire que {r, s) € R¥t. Ces deux cas réunis nous
permettent d’écrire que pour tout état s € S, s = 7 ou il existe s; € S tel que (r,3) € RET.
D’aprés (1), ceci est équivalent & M =pm, 1.

Deuxiéme étape : Prouver que Pre(9) satisfait (a2) ssi M E=pm Yo.

m l:hm ’lﬁg

881 (b1) m F:hm J,:E: —|FE.'L'

ssi ®2) pour tout état s € S, pour toute valuation g, M, g, 5 Fpm 4= -FEg

ssi 3) pour tout état s € S, pour toute valuation g, 9, ¢',5 Erm ~FEg avec ¢ ~og et
glz)=s

gsi %) pour tout état s € §, pour toute valuation g, il n’existe pas d “état s1 € S tel que
(s,51) € RF* et M, ¢, 51 =  avec ¢’ Sgetgz)=s
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ssi pour tout état s € S, il n’existe pas d"état sy € S tel que (s,51) ERE et 5 =3

ssi pour tout état 5 € 5, s n'est pas atteignable de s par un chemin de non vide ne
contenant que des arcs étiquetés par des étiquettes de E

ssi pour tout état s € §, s n’est pas atteignable de s par un chemin non vide dans Pre(91)

ssi Pre{90) ne contient pas de cycle

ssi Pre(9) satisfait (a2).

L’équivalence {b1) est obtenue d’aprés la définition de ;. L’équivalence (b2) est obtenue

d’aprés la définition de satisfaction globale. L’équivalence (53) est obtenue d’aprés la défi-

nition de Popérateur { . L'équivalence (b4) est obtenue d’aprés la définition des opérateurs
- et FE.

Troisiéme étape : Prouver que Pre(9) satisfait (al) et (a3) ssi M pym 91 Atds.

Dans un premier temps, intéressons nous a la propriété M =pm 93

m Izhm '1!’3

ssi D M Epm QrootGF*Lr @rootGP* LY CronGP* Lz (Veer @y(e)T AV ep @ule)z) —
@y z)

ssi (¢2) pour tout état s € S, pour toute valuation g,
M, g,s Izhm @rootGE*lm @roatGE*ly @'rootGE*sz ((VgeE @y(e)m A VeEE @z(e>$) -
Qyz)

ssi (°®) pour tout état s € S, pour toute valuation g,
M, 9,7 Enm GF Lo QropsGE Ly @0 GE* |2 (Veer Qyle)z AV cp @y le)z) — @y2)

ssi (Y pour toute valuation g,
M, g,7 Erm GFlE Qoo GF* Ly Qoo GF* |2 ((Veer @yle)z A Veer @:(e)z) = Qy2)

ssi (5 pour toute valuation g,
pour tout état s1 tel que (r,s;) € R*,
M, 9,51 Ftm 42 Qroot G LY QrootG* 12 (V ocr @y ()2 AV o g @ le)z) — @y2)
ssi (¢6) pour toute valuation g, pour tout état sy tel que (7, s1) € RE*,
M, 91,51 Ewm @rootGE*iy oot GF* |2 ((VeEE Qye)z A VeeE @, {e)x) — Qyz)
avec g1 ~ g et g1{z) = s1

ssi () pour toute valuation g, pour tout état s; tel que (r,s1) € RE*,

m, q1,7 |:hm GE*er @'1"0015(;E|*~Lz ((VeEE @y(e>$ A VeEE @Z(e)a") - @yz)
avec g1 ~ g et g1(z) = s

ssi (¥ pour toute valuation g, pour tout état s1 tel que (r,s;) € RF*,
pour tout état so tel que (r, s9) € RP¥,
E)ﬁ, g1, S2 Izhm ~L'y @TootGE*iz ((VeeE @y(e)m A VeeE @z (8)3’1) — @yz)
avec g1 ~ g et g1 (x) = $1

ssi () pour toute valuation g, pour tout état s tel que (r,s;) € RE*,
pour tout état ss tel que (r, s2) € RF*,
M, g2, 52 i:h'm @ToatGE*i’z ((Vge}},‘ @y(e>$ A VeeE Q, (e>$) - @yz)
avec g; ~ g et g1(z) = 91 et go £ gy et g2(y) = 32

ssi (10) pour toute valuation g, pour tout état s1 tel que (r,s;) € RE*,
pour tout état so tel que (r,s3) € RF*,
M, 92,7 Etum GE*|z (Veer Qyle)s AV cp @le)z) » Qyz)
avec g1 ~ g et g1(z) = s1 et g2 L g1 et ga(y) = 59
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ssi (11} pour toute valuation g, pour tout état s; tel que (r,s1) € R*,
g

pour tout état sy tel que (r, s2) € RE*, pour tout état s tel que (r,s3) € RE*, on a :
M, 92,83 Fbm 42 (Vecr @€}z AV cp Qule)z) - Qyz)
avec g1 ~ g et gi1(z) = 51 et go X g1 et goly) = s2

ssi (12) pour toute valuation g, pour tout état sy tel que (r, s1) € RF*,

pour tout état sy tel que (r, s3) € RP*, pour tout état s tel que (r,s3) € RE* ona:
M, 93,83 Fhm (Vecr Qule)z AVeep @:le)z) - @z

T Y z
avec g1 ~ g et g1(x) = 51 et ga ~ g1 et ga(y) = 52 et g3 ~ go et g3(z) =53

ssi (€13) pour toute valuation g, pour tout &tat s1 tel que (r,s1) € RE*,

pour tout &tat so tel que (r, s2) € RE*, pour tout état s3 tel que (r,s3) € B¥*, on a:
mt: g3, 383 |=hm VgEE @y (8)17 A VgeE @z (G)LE implique EDI, 93,83 Izhm @yz

T ] z
avec g1 ~ g et g1(x) = 51 et g2 ~ g1 et ga(y) = 52 et g3 ~ g2 et g3(2) = 53

ssi (¢14) pour toute valuation g, pour tout état s1 tel que (r,s1) € RE*,

pour tout état sa tel que (r, s2) € RE*, pour tout état s3 tel que (r,s3) € RP*, on a:

M, 93,53 Ehm Veer Cyleds et M, 03,93 Frm Veep Qule)s
imphique M, g3, 53 Fhm Q2

avec gp ~ g et g1{x) = 51 et go A g1 et go(y) = 39 et g3 & g2 et g3(z) = 53

ssi (€13) pour toute valuation g, pour tout état s1 tel que (r, 51) € RE*,

pour tout état s tel que (r,s2) € RF*, pour tout état s3 tel que (r,s3) € RE* on a:
les deux conditions :

— il existe une étiquette e; € F telle que M, g3, 53 Fnm @yler)z et

— il existe une étiquette es € E telle que M, g3, 83 Enm Qz{e2)z

tmpliquent M, g3, 83 [=pm @yz.

Tout en sachant que ¢ ~ g et gi{x) = s1 eb g2 ~ g1 et ga(y) = sz et g3 ~ go et
g3(z) = s3

ssi (¢16) pour toute valuation g, pour tout état s; tel que (r,s1) € RE*

sl

pour tout état so tel que (r,s2) € B”*, pour tout état s3 tel que (r,s3) € RE* ona:
les deux conditions :

— il existe une étiquette ey € F telle que M, g3, s2 FEnm {€1)x et

- il existe une étiquette e; € F, M, g3, 53 Frm {(€2)%

impliquent M, g3, $2 F=pm -

Tout en sachant que g ~ g et gi(z) = 51 et go 2 g1 et goly) = s2 eb g3 ~ ga et
g3(z) = 53

pour tout état s € S, pour toute valuation g, pour tout état s1 tel que (r,s1) € RE*,
pour tout état so tel que (r,s2) € R®*, pour tout état s3 tel que (r,s3} € RF* on a:
les deux conditions :

— il existe une étiquette ey € E, M, g3, 52 Fpm (€1} €t

— il existe une étiquette e € E, MM, g3, 53 =hm {€2)T

impliquent sp = s3.

Tout en sachant que g1 ~ g et g1(z) = 51 et go < g1 et ga(y) = s9 et g3 ~ go et
g3(z) = s3

ssi (17 pour toute valuation g, pour tout état s; tel que (r, s;) € RP*,

pour tout état s tel que (r, s2) € RE*, pour tout état s3 tel que (r,s3) € B®* on a:
les deux conditions :
— il existe une étiquette e; € E telle qu’il existe un état s4 € S tel que ((s2,94) € 7

et M, g3, 84 |=h.m LL‘), et
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— il existe une étiquette ey € E telle qu'il existe un éta s5 € S tel que ((s3,85) € Te,
et MM, g3, 85 Fhm )
impliquent s» = s3.
Tout en sachant que g; ~ g et gi(z) = 51 et g2 & g1 et g2(y) = sy et g3 ~ go et
g3(z) = s3
ssi pour tout état s; tel que (r,s1) € R®*,
pour tout &tat sz tel que (r,s2) € RF*, pour tout état sy tel que (r,s3) € RE*, na
les deux conditions :
— il existe une étiquette e; € F telle qu'il existe un état sy € S tel que {(s2,84) € e,
et s4 = 31), et
— il existe étiquette ey € F telle qu’il existe un état s5 € S tel que ((s3,55) € re, €t
55 = 51)
impliquent 85 = 83
ssi pour tout état s, tel que (r,s1)} € R,
pour tout état so tel que (r, s2) € RE*, pour tout état s3 tel que (7, 33) e RF*,
les deux conditions :
— il existe une étiquette e; € F telle que (s2,51) € 7e,, €t
— il existe une étiquette e; € E telle que (s3,51) € 7e,
impliquent so = g3

ssi pour tous états s, 9o et s3 de S atteignables de la racine 7 par un chemin éventuellement
vide ne contenant pas de référence, si 3o et s3 peuvent atteindre I'état s; par une
étiquette de F alors so et s3 sont égaux

ol RE* est la fermeture réflexive transitive de RE.

L’équivalence (cl) est obtenue d’aprés la définition de 73. T’équivalence (¢2) est obtenue
d’aprés la définition de satisfaction globale. L’équivalence (¢3) est obtenue d’aprés la sé-
mantique de Fopérateur @. L’équivalence (c4) met en évidence le fait que, quelque soit
I’état “de départ” s considéré, la satisfaction est ramenée & une satisfaction en la racine
r ne tenant pas compte de s. Dans ce cas particulier, la satisfaction globale est équiva-
lente & une satisfaction locale en r. L’équivalence (¢5) est obtenue d’aprés la sémantique
de l'opérateur G'Z*. L’équivalence (c6) est obtenue d’aprés la sémantique de Vopérateur
1 . L’équivalence (c7) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur @. L’équivalence
(€8) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur G*, L'équivalence (c9) est obtenue
d’apres la sémantigue de I'opérateur | . L’équivalence {c10) est obtenue d’aprés la séman-
tique de 'opérateur @. I’équivalence (¢11) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur
GB*. L'équivalence (c12) est obtenue d’aprés la sémantique de I'opérateur | . L’équivalence
(c13) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur —. T.’équivalence (c14) est obtenue
d’aprés la sémantique de 'opérateur A. L’équivalence (¢15) est obtenue d’aprés la séman-
tique de 'opérateur V. L’équivalence (c16) est obtenue d’aprés la sémantique de ’opérateur
@. L’équivalence (cl17) est obtenue d’aprés la sémantique des opérateurs (e;) et {es).

Nous venons de prouver que MM |=p,, %3 est équivalent & : pour tous états s;, so et s3
de S atteignables de la racine r par un chemin éventuellement vide ne contenant pas de
référence, si sz et g3 peuvent atteindre un état s; par une étiquette de E alors s et s3 sont
égaux. Notons cette propriété (1).

Supposons que M =py, 91 A t3. D’aprés la sémantique de 'opérateur A, M f=py, o et
I =pm 3. D’aprés (1), pour tous états s1, s2 et s3 de § atteignables de la racine r par un
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chemin éventuellement vide ne contenant pas de référence, si s2 et s3 peuvent atteindre un
état s; par une étiquette de E alors sg et s3 sont égaux. Or, 9 =p, o et donc, d’aprés
la. premiére étape de la preuve, Pre(9M) satisfait (al) c’est-&-dire que tous les états de
Pre(9M) sont accessibles & partir de la racine r. Ainsi, pour tous états s, sz et 53 de 5, si
39 et s3 peuvent atteindre un état s; par une étiquette de F alors 39 et 33 sont égaux. Bt
donc, pour tous états s1, o et s3 de S, si 59 et s3 sont prédécesseurs de s; dans Pre(9)
alors sy et s3 sont égaux. Ce qui signifie que pour tout état s; de S, s1 a au plus un
prédécesseur dans Pre(9M). Le graphe de données Pre(9M) satisfait donc (a3).

Supposons maintenant que Pre(90) satisfait (al) et (a3). D’aprés la premiére étape, M =pm, 1.
Pre(9M) satisfait (a3) donc pour tout état s; de S, s; a au plus un prédécesseur dans
Pre(Mt). Ceci est équivalent & dire que pour tous états s, sz et s3 de S, si 82 et 33 sont
prédécesseurs de s; dans Pre(91) alors s et s3 sont égaux. D'aprés (al}, 51, s2 et s3 sont
accessibles de la racine dans Pre(91). On peut alors déduire de (1) que M =pm ¥3.

Quatriéme étape : Prouver que Pre(9N) satisfait (al), (a2) et (a3) ssi MM =pm Y1 A2 Ps.

Supposons que Pre(9N) satisfait (al), (a2) et (a3). D’aprés la troisiéme étape, I Epm 1 A
1h3. D'aprés la deuxiéme étape, M =y ¥2. Et d’aprés la sémantique de 'opérateur A,
M Erm 1 A b2 A 3.

Supposons maintenant que M |=pm 11 A 92 APy, D'aprés la sémantique de 'opérateur A,
M E=pm P11 A s et M Epy, Pe. D'aprés la troisiéme étape, Pre(9MN) satisfait (al) et (a3).

D’aprés la deuxieme étape, (a2).
|

C Preuve du théoréme 3 (énoncé a la page 19)

Avant de donner la preuve compléte, nous décrivons sa structure générale.
La preuve congiste en deux étapes principales.

La premiére étape, notée Etape I, fait abstraction du typage des références et consiste &
démontrer que le graphe de données 1 satisfait les conditions (i) et (ii) de la définition 7 si
et seulement si M |=p,, ARBREATRAD,(G). La condition (i) est traitée par le Lemme 1.

La deuxiéme étape, notée Etape II, compléte la précédente évidemment en traitant le typage
des références et en démontrant I'équivalence des deux énoncés suivants :

- MM =pm ARBRE ATRAD:(G) et 9 satisfait la condition (iif), et

- M Epm ARBRE ANTRAD,(G) ATRAD»(G).

La preuve est assez complexe et nécessite d’ énoncer et prouver quelques lemmes prélimi-
naires.

Pour vous aider & vous repérer dans cette preuve, vous pouvez trouver a la figure G, un
schéma décrivant les dépendances des lemmes, corollaires et propriétés entre eux (une fléche
de A vers B indique que A est utilisé pour prouver B) :

Le premier lemme que nous prouvons ici, le lemme 5, exprime le fait que, dans le cas ou
Pre(9) ne contient pas de cycle, la cardinalité des opérateurs apparaissant dans les motifs
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théoréme 3

Légende : ¢ lomme B signifie que le lemme A est utilisé pour prouver

le lemme B.
- e A = signifie que la propriété A est évidente et que sa
----- preuve ne sera pas donnée dans la suite.

FiG. 6 — Dépendance des lemines pour la preuve du théoréme 3

“est bien traduite”.
Avant d’exposer ce lemme, observons la propriété suivante :

Propriété 3 (Aucun arc ne pointe sur la racine) Si Pre(9) est un arbre orienté de
racine r et si Expr(Root) filtre strictement 9 en la racine r alors aucun arc de (S) ne
pointe sur r.

En fait, par définition (voir définition 4 page 11), une grammaire ne peut pas contenir un
motif élémentaire de la forme (e Root)?, ce qui empéche tout arc (et en particulier une
référence) de pointer sur la racine.

Lemme 5 (“Iraduction” de la cardinalité des opérateurs +,*,! et 7) On se place

dans le cas olt 9M est un graphe enraciné connexe et tel que Pre(MN) ne contient pas de

cycle. Soient L C £ un ensemble d’étiquettes, op un opérateur de cardinalité de {+, %,!,?

et s un état de S. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— pour tout e € L, (¢ N) filtre I en s,

— quelque soit la valuation g, M, g, s =pm Pop(ls) et pour tout e € LN E, pour tout état
81 de Out,(s), Expr(N) filtre strictement 9 en sy,

avee (L) =aef Aeey, (&) T

Y1L) =def Neer, ()T V (2 (elly (Qulely)))

¢*(L) =def T, et

(L) Zae (15 Aver, ({My (@alely))).

Esquisse de prewve : Pour chaque opérateur op de {+,*,!,7} , la preuve consiste & “dé-
rouler” la sémantique de de M, 9,5 F=pm Yop(L) et 4 en déduire que la sémantique de
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M, g,5 =hm Pop(L) est équivalente au respect de la cardinalité imposée par op sur le
nombre d’arcs sortants de s étiquetés par 'étiquette e, et ceci pour chaque étiquette e de

L.

O

Preuve: Soit g une valuation quelconque.

Dans un premier temps, nous prouvons que pour op € {+,7,*,!}, M, 9,8 Epm Yop(L) si
et seulement si pour tout e € L, |Out.{s)| = card(op).

Nous traitons pour cela les différents cas correspondant aux valeurs possibles de op, cest-
a-dire les quatre cas op valant 4, 7, * et 7.

(a)

Dans le cas ol op est Popérateur de cardinalité 4 :

am, .8 Izhm 'l:b—f-(L) ssi 9N, 9,8 ]:hm /\eEL (6) T

ssi (1) pour tout e € L, M, 9,5 Epm () T

ssi (92) pour tout e € L, il existe sy € S tel que (s,81) € 7e

ssi (33) pour tout e € L, il existe s; € S tel que 51 € Oute(s)

ssi (44 pour tout e € L, |Quts(s)] >0

ssi (%) pour tout e € L, |Qute(s)| = card(+)

L’¢quivalence (a1) est obtenue d’aprés la sémantique de Vopérateur A de la logique
multi-modale hybride. L'équivalence (a2) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opé-
rateur (e} de la logique multi-modale hybride. L’équivalence (a3) est obtenue d’aprés
la définition de Qute(s) {voir section 3.1 page 13). L’équivalence (a4) est obtenue grace
au fait que “il existe s1 € § tel que 81 € Oute(s)” est équivalent & “Out.(s) est non
vide”. L’équivalence (a5) est obtenue d’apreés la définition de |Oute(s)| = card(+) (voir
section 3.1 page 13).

Dans le cas oil op est I'opérateur de cardinalité 7 :
M, g,s l':hm '¢'?(L) ssi M, 9,5 Fhm /\eeL_'(e>T vV (Iz (CN,y (@m[e]y))
ssi 1) pour tout e € L, M, g, 5 FEnm (e} T ou M, g, 5 Fpm (Jz {e)y (@ze]y))

ssi 2 pour tout e € I,
il n’existe pas 8, € § tel que (s,81) € re ou M, 9,5 Enm (L2 ()Y (Qzlely))
ssi %) pour tout e € L,
il n’existe pas 8, € S tel que (s,81) € re ou M, ¢, 8 Epm (eHy (Qzlely)
avec ¢ S get g'(z) =s
ssi (#4) pour tout e € L,
il n’existe pas s1 € S tel que (s,81) €7, 0u
il existe s1 € S tel que (s,51) € 7e et M, ¢, 51 Fnm Iy (Q[e]y)
avec ¢ ~ get ¢(z) =s
ssi () pour tout e € L,
il n’existe pas 51 € S tel que (s,$1) € re OU
il existe s1 € S tel que (s,51) € 7e et M, g", 51 Erm Qzle]y
avec g ~getglz)=set g ~ g et g'(y) =9
ssi ®8) pour tout e € L,
il n’existe pas s € S tel que (s, s1) € re OU
il existe 81 € S tel que (s,51) € re et M, ¢", s =nm [ely
avec g’ ~ get ¢'(z) =set g" ~ g et ¢"(y) =51
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(d)

*7) pour tout e € L,

il n’existe pas 51 € S tel que (s,51) € 1, ou _

il existe s; € S tel que (s,81) € 7, et pour tout état sy tel que {s,5) € re
m’ g"a S% ':hm Y "

avec g ~getg(z)=set g" ~ g et g"(y) = 51

881

ssi (48) pour tout e € L,
il n’existe pas 51 € S tel que (s,81) € re OU
il existe s1 € S tel que (8,91) € re et pour tout état so tel que (3, 52) € re, 52 = 81

ssi (49) pour tout e € L, |Qute(s)| = 0 ou |Qute(s)| = 1
ssi (019 pour tout e € L, |Qute(s)| = card(?)

L’équivalence (bl) est obtenue d’aprés la sémantique de l'opérateur V. L’équivalence
(b2) est obtenue d’aprés la sémantique des opérateurs — et {e}. L'équivalence (b3} est
obtenue d’aprés la sémantique de I'opérateur | . L’équivalence (b4) est obtenue d’aprés
la sémantique de Popérateur {e). L’équivalence (bb) est obtenue d’aprés la sémantique
de l'opérateur | . L'équivalence (b6) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur
Q. L'¢quivalence (b7) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur [e]. L’équiva-
lence (b8) est obtenue d’aprés la sémantique des variables d’état = et y de la logique
multi-modale hybride. L’équivalence (§9) est obtenue d’aprés la définition de Qut.(s)
(voir section 3.1 page 13). L’équivalence (b10) est obtenue d’aprés la définition de
|Oute(s)| = card(?) (voir section 3.1 page 13).

Dans le cas oll op est Popérateur de cardinalité * ;
D’une part, 9, g, 5 Fpm ¥:(L) s5i M, 9,5 Fam Noep T car ceci est trivialement vrai.
D’autre part, pour tout e € L, |Qut.(s)| = card(+) est équivalent & pour tout e € L,
10ute(s)| > 0, qui est également trivialement vrai.

Dans le cas ol op est I'opérateur de cardinalité ! :

m:gas lzhm r‘!b'(L) 88l E)ﬁ!gis l:hm (‘Lﬂ: AeleE! ((61“,‘7; (@-’L‘[el]y)))

551 () M, ¢, 5 Fonm Aoy ce, ({e1)dy (Qleny)) avec g’ 2 g et ¢/ () = 5

ssi (42) pour tout e € L, M, ¢, 5 Epm (e1)dy (@ue]y) avec ¢ X g et ¢'(z) =5

ssi (@3) poura:cout e € L, il existe 51 € S tel que (s,81) € re et M, ¢, 51 Enm Ly (Qzles]y)
avec g’ ~get g(z)=s
ssi (%) pour tout e € L, il existe s1 € § tel que (5,51} € 1 et M, ¢", 51 F=pm Qzler]y
;T ! _ nTog ! e
avec g ~getg'(z)=set g’ ~ g et ¢'(y) =5
ssi (45) pour tout e € I, il existe 51 € S tel que (s,8,) € ro et M, ¢, s Ehm [e1]y
t T i . nxo ' —
avec g ~getg'(r)=setg’' ~g et g(y)=9a
ssi @8) pour tout e € I, il existe s; € S tel que (s, 81) € e et, pour tout s € S tel que

(8,82} €re M, 9", 52 Fpm ¥
avec g’ ~ get g'{x) =set g’ ~ ¢ et ¢'(y) =5

ssi (90 pour tout e € L, il existe s; € S tel que (s, 1) € re et, pour tout s € § tel que
(5,82) €E7e 52 =51

ssi pour tout e € I, il existe un et un seul état 31 € S tel que (s,91) € 7¢
ssi (98} pour tout e € L, |Out.(s)| =1
ssi (9 pour tout e € L, |Oute(s)| = card(!)

39



L’équivalence (dl) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur | . L’équivalence
(d2) est obtenue d’aprés la sémantique de Uopérateur A. L'équivalence (d3) est obte-
nue d’aprés la sémantique de I'opérateur {e). L’équivalence (d4) est obtenue d’aprés la
sémantique de 'opérateur | . I’équivalence (d5) est obtenue d’aprés la sémantique de
I'opérateur @,,. L’équivalence (d6) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur [eq].
L’équivalence (d7) est obtenue d’aprés la sémantique des variables d’état z et y. L’équi-
valence (d8) est obtenue d’aprés la définition de Out.(s) (voir section 3.1 page 13).
L’équivalence (d9) est obtenue d’aprés la définition de |Oute(s)| = card(!} (voir sec-
tion 3.1 page 13).

Nous venons donc de prouver que pour op € {-+,*,7,!} M, 9,8 FEnm Yop(L) si et seulement
si pour tout e € L, |Oute(s)| = card(op). Notons cette propriété ().

Nous pouvons maintenant écrire que :
pour tout e € L, (e N) filtre M en s

ssi (¢1) pour tout e € I,
-si e € E alors |Out.(s)| = card(op) et pour tout ) € S tel que 31 € Out,(s), Expr(N)
filtre strictement 9% en 3,
- 8l e € E alors |Qut,(s)| = card(op)

ssi pour tout e € L, |Out.(s)| = (card(op)) et
pour tout e € LN E, pour tout 51 € S tel que 81 € Oute(s), Ezpr(N) filtre strictement
It en 54

ssi (¢2) pour toute valuation g, 9%, g, 5 FEpm Yop(L) et
pour tout e € LN E, pour tout s3 € S tel que 81 € Oui(s), Fxpr(N) filtre strictement
M en s

L’équivalence (el) est obtenue d’aprés la définition de filtrage (définition 6 page 13). L’équi-
valence (e2) est obtenue d’aprés la propriété (&%) démontrée précédemment.
|

Avant de poursuivre le preuve du théoréme 3, nous avons besoin d’une nouvelle définition.

Définition 11 (Sous-graphe principal engendré par s) Soit (S,r, R, V) un graphe en-

raciné orienté étiqueté sur les arcs, noté 90U Soit un état s, élément de S, on définit le

sous-graphe principal engendré par s, noté M/, comme étant (S, s, Rys, Vy,) i-e. le sous

graphe de 9t enraciné en 3 tel que

— 8y, est le sous ensemble de S correspondant aux états accessibles de s dans 901 par un
chemin non vide de la forme ef,--- ,e,_1, e, tel que pout tout 7 € [l.n—1], ¢; € F et
en €&,

— Ry, est la restriction des relations de R aux états de Sy, et

— Vy, est la restriction de V' aux états de Sy;.

Par exemple, si 9 est le modéle associé a 'exemple courant 1 et distinguons un état s, :
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Définition 12 (Accg(M,)) Soit s € S. Accg(IM/,) est I'ensemble des états accessibles
de s dans 9, par un chemin non vide de la forme ey, , e, tel que pour tout ¢ € [1..n],
e; € F.

Les trois propriétés suivantes (les propriétés 4, 5 et 6) découlent de fagon assez évidente
des deux derniéres définitions (définitions 11 et 12).

Propriété 4 Soit s € S. Soit 5} 'ensemble des états accessibles de s dans 9% par un
arc étiqueté par e € E (clest-d-dire S1 = {51 € S|(s,81) € 7re ovec e € E}). Alors
U81€S1 ACCE(EDT/SI) us, = ACCE(SIR/S).

La figure suivante illustre cette propriété :
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Propriété 5 Soit D1 un modéle tel que Pre() est un arbre orienté enraciné en . Soit s
un état de S. Soit s un état tel que (s,51) € re. Soit expr un expression de motifs.

On a : expr filtre strictement M/, en 51 si et seulement si expr filtre strictement 90,,, en
51.

La raison pour laquelle cette propriété est valable est la suivante. Comme expr filtre stric-
tement M, en 51 ne concerne que les états accessibles de M, & partir de s1 par un chemin
ne contenant que des étiquettes de F et, éventuellement, une derniére étiquette référence,
i.e. exactement tous les états de 21y, , alors, on a “expr filtre strictement M, en 81" est
équivalent a “expr filtre strictement M, en s1”.

Cette remarque permet d’établir aussi la propriété suivante :

Propriété 6 Soit 9 un modeéle tel que Pre(9) est un arbre orienté enraciné en r. Soit
s un état de S. Soit s; tel que s; est accessible & partir de 8 dans Pre{90t). Soit ezpr une
expression de motifs.

My, 81 Fhm Texpr Si et seulement si My, s Ehm Texpr. La définition de 7egp, est la défini-
tion 8 page 17.

Lemme 6 Soit 9 un modéle de la logique multi-modale hybride et s € S un état quel-
congue de 9. Soit L en ensemble quelconque d’étiquettes. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

— pour tout e € L, Out,(s) = ¢

— quelque soit la valuation g, M, g,3 FEam Aeer, )T

Esquisse de preuve : La preuve de ce lemme découle directement de la sémantique de la
formule M, s F=pm Aeer (e} T O

Preuve: Soit g un valuation quelconque.

M, 9,5 Enm AeeL —{e) T

ssi (*1) pour tout e € I, M, g, 5 =pm —{e)T

ssi (") pour tout e € L, il n’existe pas d’état s; € S tel que : (s,81) Ere et M, 9,5 Fpm T
ssi pour tout e € L, il n’existe pas d’état s, € S tel que (s, 1) € 7e

ssi (3 pour tout e € L, Qute(s) = 0.
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L’¢quivalence (hl) est obtenue d’aprés la sémantique de 'opérateur A de la logique multi-
modale hybride. L'équivalence {(h2) est obtenue d’aprés la sémantique des opérateurs - et
{e) de la logique multi-modale hybride. L’équivalence (h3) est obtenue d’aprés la définition
de Out.(s). [ |

Lemme 7 (Sous-graphe) Soit G une grammaire (voir définition 4 page 11). Soit N un

symbole non terminal {voir section 3.1 page 10). Dans le cas ot Pre(9) est un arbre

orienté de racine r, les deux propriétés suivantes sont équivalentes pour tout s € 5 :

— Ezpr(N) filtre strictement 9/, en s,

— quelque soit la valuation g, Mys, 9,5 F=hm T €t pour tout état s; accessible de s par un
chemin non vide dont le dernier arc est étiqueté par e € E, My, 51 Ehrm TSymb(e)-

On rappelle au lecteur que la définition de Tgymep(e) correspond & la définition 8 page 17 et
que la notation de Exzpr(N) se trouve dans la section 3.1 page 12.

Note : Soit s € S. Dans la preuve, nous allons appliquer le processus de filtrage a 90/,
en s. Or, si s n’est pas la racine 7, alors Pre(M;,} n’est pas forcément un arbre. Une
question nous effleure alors l'esprit : “Peut-on appliquer le processus de filtrage & M, en
5?7 On rappelle que le filirage peut &tre appliqué & M, que si Pre(M,) est acyclique
(voir 6 page 13). Le fait que Pre(90) soit un arbre, garantit trivialement que Pre(90,)
est acyclique. Ainsi, dans la suite, on tiendra compte du fait que si Pre{90) est un arbre
alors, quelque soit s € 5, le processus de filtrage peut &tre appliqué & 9, en sa racine s.

Esquisse de preuve : Ce lemme est le lemme principal de la preuve du théoréme 3. La preuve
est constituée de deux principales étapes que nous nommons (A) et (B). La premiére étape,
I’étape (A), consiste & traiter les cas ou Ezpr(N) est le motif vide ou un motif conjonctif.
La seconde étape, I’étape (B), consiste & étendre la cas traité dans Iétape (A) a toute
sorte de motif (c’est 3 dire traiter le cas du motif disjonctif). La premiére étape est la plus
complexe et nécessite une induction sur la taille du plus court chemin de s & une feuille
dans Pre(90). O

Preuve: Pour les besoins de la preuve, nous introduisons la notion de profondeur & une
SJeuwille Fun état.

Définition (profondeur A une feuille d’un état) Scit (5,7, R, V) un graphe enraciné
orienté étiqueté sur les arcs, noté M. La profondeur & une feuille d’un état s € §, notée
prof f(s) est la taille du plus court chemin de s 4 une feuille dans Pre(90).

Soit une expression de motifs Fzpr(N) et un état s € S.

(Etape (A)) FExpr(N) est le motif vide A ou un motif conjonctif.

(A1) Si s est une feuille dans Pre(IM) (i.e. prof f(s) = 0), alors les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
— Bzpr(N) filtre strictement 97 en s,
— pour toute valuation g, M/, g, s Eum TN

Remarque 1 Dans le cas présent c’est-d-dire le cas ot proff(s) = 0, s est une
feuille dans Pre(9N). Il n'existe donc pas d’étal accessible & partir de s par un arc
étiqueté par e € K. f
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Sachant ceci, et d’aprés la définition de 9, il n’existe pas d’arc étiqueté par e de
E dans 90, et les seuls états accessibles & partir de s sont les états accessibles par
une référence. Ainsi, S/, est {s} U S’ ot S’ est I'ensemble des états accessibles de s
par une référence.

I, est done de la forme :

JQ--H‘-_—

1
I
| ~
1
1

Soit g une valuation quelconque.
On distingue deux sous-cas correspondant a la forme de Exzpr(N).

(Al).1. Expr(N) est A.
i)j’i:/’.s"ag'a-'—"" |=h.m TN Ol ECEPT(N) est A

ssi (/1) m/s, 9,8 i:hm /\eeg _'(6>T
ssi (2 pour tout e € £, My 956 Fhm —(e) T

gsi (U3 pour tout e € &, il n’existe pas d’arc étiqueté par e dont V'origine est
8

ssi U4 pour tout e € £, Outy(s) =0
gsi (F5) A filtre strictement 91 /s €0 S.

L’équivalence (f1) est issue de la définition de 7y (voir définition 8 page 17).
L’équivalence {f2) est obtenue d’aprés la sémantique de l'opérateur A de
la logique multi-modale hybride. L’équivalence (f3) est obtenue d’'aprés la
sémantique de Popérateur (e) de la logique multi-modale hybride. L’équiva-
lence (f4) est obtenue d’aprés le lemme 6 page 42. L’équivalence (f5) est
obtenue d’aprés la définition de filtrage stricte (définition 6 page 13) dans le
cas ol 'expression filtrante est A.

(A1).2. Ezpr(N) est un motif conjonctif.
Dans ce cas, Exzpr(N) est de la forme (e; N1)P1, ---, (e N;)% o j > 0.
Soit £+ = {e | (e N}t apparait dans Expr{N)}, soit & = {e | (e N}* ap-
paraft dans Ezpr(N)}, soit & = {e | (e N)! apparait dans Expr{N)}, soit
& ={e| (e N)? apparait dans Expr{N)}, soit Eggpnv) = ELUEUVEUE
(Eggpr(w) est I'ensemble des étiquettes apparaissant dans Expr(N)).

(Al).2.a. Implication “="
Supposons que Fapr(N) filtre strictement 2/, en s.

D’aprés la définition de “ Expr(V) filire strictement 9/, en s”, on
sait que pour tout k € [1..7] (ex Ng)P* filtre M/, en s et, pour
tout € € E — Eggyr(ny, Oute(s) = 0.

Donc, pour tout & € [L..5] tel que opy est +, (ex Ni)™ filtre M,
en s
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et pour tout k € [1..7] tel que opy est *, (ex Ng)* filtre M/, en s
et pour tout k € [1..5] tel que opy est !, (ex Ny)' filtre My, en s
et pour tout k € [1..5] tel que opy est 7, (e, Ny)” filtre M, en s
et pour toute étiquette e € £ — Fggpp(ny, Oute(s) = 0.

Donc, pour toute étiquette ey € £y, (e Ni)T filtre M/, en s
et pour toute étiquette e, € &, (ex Ni)* filtre M/, en s

et pour toute étiquette ey € &, (ex Ni) filtre Mys en s

et pour toute étiquette e € &, (e Ni)' filtre M/, en s

et pour toute étiquette e € £ — Eggpr(n), Oute(s) = 0.

Par hypothése, Pre(9f) ne contient pas de cycle. Le graphe I,
étant un sous-graphe de 9, Pre(2/,) ne contient pas non plus
de cycle. Le lemme 5 page 37 peut donc &tre appliqué a 90,
dans les quatre cas correspondant aux quatre opérateurs. Dans
la suite, on reprend les notations -, ¢, 9! et 97 introduites dans
ce lemme 5 page 37. Ainsi,

Mg, 5 Fhm P+ (£4) et pour toute étiquette e de &4 N F, pour
tout état s1 de Out.(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M/, en
81 et,

Mg, 8 Frm P * (E) et pour toute étiquette e de £ N F, pour tout
état 51 de Oute(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M/, en s;
et,

M5, 8 F=rm WHE) et pour toute étiquette e de & N E, pour tout
état sy de Outc(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M, en sy
et,

M5, 8 FEnm P7(E2) et pour toute étiquette e de & N E, pour tout
état 51 de Outc(s), Expr(Symb(e)) filire strictement 9/, en 53
et,

pour toute étiquette e € £ — Eggpy(yy, Oute(s) = 0.

Ceci peut se réécrire de la fagon suivante (pour la définition de 1,
voir lemme 5 page 37) :

Mg 8 Fhm ¥+ (E+) et Mg, 8 Enm P * (Es) et My, 5 Epm PHE)
et gjt/svs Izhm ¢?(5?)

et pour tout étiquette e de (E4 UE,UEUE) N E, pour tout état
s1 de Qute(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M/, en 5;

et pour toute étiquette e € £ — Eggpny, Oute(s) = 0.

D’aprés le lemme 6 page 42 appliqué a la proposition “pour tout

e € £ — Eggpr(ny, Oute(s) = 1", nous pouvons déduire les deux

propriétés suivantes :

(a) M5, 5 Fnm P+H(E+) 66 Mg, 8 Fpen (E) et Mg, 8 Fpm PHE)
et My, s Fnm ¥7(E7), et et Mg, 8 Fhm /\EEE*EEmpr(N) —{e)T

{(b) pour toute étiquette e de Egyp.(v) N E, pour tout état sy de
Oute(s), Bxpr(Symb(e)) filtre strictement M/, en 5.

D’aprés la sémantique de 'opérateur A de la logique multi-modale
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hybride, la propriété (a) est équivalente & :
My, 8 =nm T+(E+)/\¢*(S*)/\1/;!(51)/\'gb?(S?)A/\eeg_EEmw(m -{e)T.
Ce qui, d’aprés la définition de Ty, est équivalent & D5, 5 Fpm TN

(A1).2.b. Implication “<"
Supposons que M/, s Fam TN

D’aprés la définition de 7y, M58 Fam 7+ A ¢ = APLA YT A
AEESQEEE'}"JT{N) _|<6)T‘

D’aprés la sémantique de Popérateur A de la logique multi-modale
hybride,

m/s, 8 Epm ¥+ et EDT/S,S Ehm 1 et ﬂﬁ/s, 8 Fpm P! et mt/s, 5 Epm 7
et M5, Enm Neet—EBpypmm, (€T -

D’aprés le lemme 6 page 42, W/, 5 [=pm P+ et Dy, s Ehm % et

QJT/S,S Erm P! et ﬂﬁ/s,s Fhm 7
et pour toute étiquette e de £ — Egypr(vy, Oute(s) = 0.

Le lemme 5 page 37 peut &tre appliqué dans les guatre cas des
opérateurs et nous permet d’obtenir que pour tout €; € Egpgyr(n).
(e; N;)°P: filtre 90, en 5. Et donc que pour tout 4 € [1..5], (e; N;)P
filtre M5 en s.

Comme nous avons déduit plus haut que quelque soit 1'étiquette e
de & — Eggpr(n), Oute(s) = 0, on peut déduire de la définition de
filtrage stricte que Expr(N) filire strictement M, en s.

(A2) s n’est pas une feuille dans Pre(9M) (i.e. prof f(s) =n -+ 1 avec n > 0), et pour tout
état sy accessible de s par une chemin non vide dans Pre(9), la condition suivante
est satisfaite :

(COND) Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
— Ezpr(M) filtre strictement MM/, en s,
- My, 51 = Tar et, pour tout état sy accessible de 51 dans 9, par un chemin
dont le dernier arc est étiqueté par e € F, on a M/, , 9,52 Fhm Tsymb(e)

alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— Ezpr(N) filtre strictement M/, en s,

— pour toute valuation g, My,, g, s E=rm Tnv et pour tout état sy accessible de s par
un chemin dont le dernier arc étiqueté par e € E, on a M/, 9,81 Frm Tsymbie)-

Remarque 2 Nous notons que d’aprés la définition de Pre(SN) et parce que prof f(s) > 0,
il existe forcément, dans Pre(IM), un état accessible & partir de s par un arc étiqueté par
une étiquette de E. Sachant ceci et d’aprés la définition de I, il existe forcément un état
accessible & partir de s par un arc étiqueté par ¢ € F dans 9 ;. Done, dans M, il existe
ec E et sy €85y, tel que 51 € Oute(s).

(A2).1. Ezpr(N) est le motif vide A.

(A2).1.a. Implication “=" : Supposons que Expr(N) filtre strictement M/, en
8. D’aprés la définition de “Ezpr(N) filtre strictement M, en s”, on
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(A2).2.

(A2).Lb.

sait que pour tout e € E, Out.(s) = 0. Or, ceci est faux d’aprés la
remarque 2 page ci-contre (il existe e € E et 51 € Sy, tel que s1 € Oule(s)
et donc Out.(s) # (). L’implication est donc vraie.

Implication “<” : Supposons que M/,,s Fpm T et que pour tout
arc de M/, étiqueté par e € E, dont 1'¢tat destination est s1 € Sy,
Mg, 81 Ehm Tsymb(e)- 1'apres la définition de 7y, My, 8 Ehm Ta im-
plique M., s Enm A cp—{e)T. D'aprés la sémantique de 'opérateur A
de la logique multi-modale hybride, on peut déduire que pour tout e € F,
M/sy 8 Frm —{e)T. Et d’aprés la sémantique de I'opérateur {e) de la
logique multi-modale hybride, pour tout e € EF, il n’existe pas d’arc éti-
queté par e dont l'origine est s. Ceci est faux d’aprés la remarque 2 page
précédente.

Ezpr(N) est un motif conjonctif.

Dans ce cas, Expr(N) est de la forme (ey N1)%PL, ---, {e; N;)i ou j > 0. Soit
Er={e| (e NY" apparait dans Expr(N)}, soit & = {e | (e N)* apparait dans
Ezpr(N)}, soit & = {e | (e N)! apparait dans Expr(N)}, soit & = {e | (e N)?
apparait dans Expr(N)}, soit Eggpe(yy = E+UEUEUET (Fgapr(v) est I'ensemble
des étiquettes apparaissant dans Ezpr(N}).

(A2).2.a.

Implication “="
Supposons que Ezpr{N) filire strictement 90t /s €N 8.

Nous allons montrer que les deux conditions suivantes sont vérifiges :

(C1) M5, 8 Fpm T,

(C2) pour tout arc de 9, étiqueté par e € E, dont I'état destination
est 51 € S/S Dﬁ/s, DJT/S,Sl |=h.m TSymbl(e)

La suite est constituée de deux étapes correspondant respectivement aux
preuves de (C1) et {C2).

Premicre étape : prouver que (C1) est vérifiée.

D’aprés la définition de “Ezpr(N) filtre strictement 2;, en s”, on sait
que pour tout k € [1..5] (ex Ni)P* filtre M, en s et, pour tout e €
E EE:rpT(N)J Ou’te(s) =0.

et pour tout k € [1..5] tel que opy est *, (e Ni)* filtre M/, en s
et pour tout & € [L..5] tel que opy est !, (ex Ni)' filtre Mys en s
et pour tout & € [L..7] tel que opy est 7, (ex Ny)" filtre M, en s
et pour toute étiquette e € & — Ep vy, Oute(s) = 0.

Dong, pour tout & € [1..5] tel que op est +, (e Ng)* filtre 20/, en s
]
]

Dong, pour toute étiquette e; € E4, (e Ni)* filtre M, en s
et pour toute étiquette ex € &, (ex Ng)* filtre M/ en s

et pour toute étiquette e € &, (ex Ni)' filtre Mg en s

et pour toute étiquette e € &2, (ex Ny)® filtre My, en s

et pour toute étiquette e € £ — Epgyr (), Qute(s) = 0.
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Par hypothése, Pre(9) ne contient pas de cycle. Le graphe 90T, ¢tant
un sous-graphe de M, Pre(91,) ne contient pas non plus de cycle. Le
lemme 5 page 37 peut donc étre appliqué a M, dans les quatre cas cor-
respondant aux quatre opérateurs. Ainsi,

My, 8 FEnm P+ (E4) et pour toute étiquette e de £4 N E, pour tout état
1 de Out,(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M/, en sy et,

My, 8 Frm ¥ * (€:) et pour toute étiquette e de £ N E, pour tout état
s1 de Out.(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M/, en 51 et,

M5, 5 Fhm YI(E) et pour toute étiquette e de & N E, pour tout état s,
de Out.(s), Bxpr(Symb(e)) filtre strictement 9/, en s et,

M5, 8 F=pm $P7(Er) et pour toute étiquette e de & N E, pour tout état
s1 de Qute(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M, en 5, et,

pour toute étiquette e € £ — Eggpr (), Oute(s) = 0.

Ceci peut se réécrire de la fagon suivante :

M5, 5 Enm ¥+ (E4) b Dygy s Epm ¥ * (&) et My, 8 Fam PHE) et
m/sas Izhm ")[)?(8?)

et pour tout étiquette e de (€L UE, U & UE) N E, pour tout état s; de
Out.(s), Expr(Symb(e)) filtre strictement M/, en 51

et pour toute étiquette e € £ — Eggyr ), Oute(s) = 0.

Remarque 3 Notons ici qu’aucun élat de M, n'est accessible par un
arc étiqueté par e C € — Eggpy(ny. Cette remargue nous sera utile plus
loin dans la preuve.

D’aprés le lemme 6 page 42 appliqué & la proposition “pour tout e €

& — Epgpr(n), Oute(s) = 07, nous pouvons déduire les deux propriétés

suivantes :

(a) §IR/.WS Izhm P+ (84-) et m/sas |=hm P * (8*) et m/’sas i:hm 1:’}!(5!)
et Sﬁ/s,s |=hm ’l,b?(g?), et et ffﬁ/s,s t:hm /\BES—EEmpr(N) —r(e)T

(b) pour toute étiquette e de Epyp )N E, pour tout état 51 de Oute(s),
Ezpr(Symb(e)) filtre strictement M, en ;.

D’aprés la sémantique de 'opérateur A de la logique multi-modale hy-
bride, la propriété (a) est équivalente & :

Mjars Ftm ¥+ (E) AD*(E2) ADUE) ADT(EN A N gy (AT
Ce qui, d’aprés la définition de Ty, est équivalent & M, 8 Fpm TN

Nous savons donc maintenant que Mg, s l=pm T @ ceci correspond a

{(C1).
Seconde étape : prouver que (C2) est vérifiée.

D’aprés la propriéte 5 page 42, Ezpr(Symb(e)) filtre strictement 90,
en s est équivalent a Expr(Symb(e)) filtre strictement M, en s1.
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On peut donc déduire de la propriété (b) que pour toute étiguette e de
Epgapr(vy N E, pour tout état 53 de Quiq(s), Expr(Symb(e)) filtre stric-
tement M., en sq

Plus haut dans la preuve, sous forme de la remarque 3 page précédente,
nous avons pris le soin de faire remarquer au lecteur qu’aucun é&tat de
M, n’est accessible par un arc étiqueté par e € £ — Egzpr(ny- Cette
remarque nous permet d’écrire que pour toute étiquette e de F, pour
tout état s; de Oute(s), Expr{Symb(e)} filtre strictement M/, en s;.

En fait, “les états s,” sont les états atteignables de s par une étiquette
de E, ce qui peut étre représenté par la figure suivante :

ref2

Dans un premier temps, raisonnons localement a “Pun des 5,
Soit 51 un état atteignable de s par une étiquette de F.

Par définition de prof f, prof f(s1) = n.

D’aprés (COND),

M5 81 Fhm Tsymi(e) €t Pour tout arc de M, étiqueté par e € F dont
'état destination est s2 € S5, M1, 82 Frm Toymb(e)-

D’aprés la propriété 6 page 42, Mg, 51 Fam Tsyma(e) o5t équivalent &
SDT/.s: s1 l:hm TSymb(e)-

Ainsi, My, 51 =nm TSymb(e) €6 pour tout arc de M, étiqueté pare € K
dont I'état destination est sp € Sy, Myy, 52 Fhm Tsymb(e)-

On peut donc en déduire que pour tout état s atteignable de s par une
étiquette de F, My, 81 F=pm Tsyme(e) 6 pour tout arc de My, Etiqueté
par e € F dont I'état destination est sy € Sy, , My, 52 Ehm TSymble)-
Dans un deuxiéme temps, raisonnons par rapport a “tous les s1”.
D’aprés la propriété 4 page 41, {J,, g, Accp(M/,,) U S1 = Accp(M);)
Donc pour tout arc de M, étiqueté par e € & dont I'état destination

est g € 57y, My, 52 Ehm TSymb(e)-
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Ce qui correspond 4 la condition (C2).

(A2).2.b. Implication “<"
Supposons que
(1) M5, 8 F=pm T, e
(2) pour tout arc de My, étiqueté par e € F, dont I'état destination est
81 € S/s: EITI/s-.\ 81 |=h.m TSymb(e):

Raisonnons tout d’abord sur (1).
D’aprés la définition de i, Mg, 8 Fpm 9 + (E4) A * (E.) APHE) A
YUED) A Neee Epapoiy T

D’aprés la sémantique de opérateur A de la logique multi-modale hy-
bride,

gﬁ/sss |=hm "ﬁ + (S+) el mt/sas 'zhm "p * (g*) et gﬁ/s:s |:hm ¢'(6|) et
M55 Fnm E2)

et M5, Fnm Nece—Bpepnn (€T

D’aprés le lemme 6 page 42, My, Fnm ¥+ (E4) et Mg, 8 Epm P (E)
et My, 5 Fnm PHE) et M5, s Fpm P7(Er)
et pour toute étiquette e de £ — Eggp,ny, Oute(s) = 0.

Raisonnons maintenant sur (2).

Soit 81 ensemble des états accessibles de s par un un arc étigueté par
e EL.

Soit s1 € S1. D'aprés (2), on a M, 51 =hm Toymb(e) €6 pour tous
arc de M, étiqueté par e ¢ E dont 'état destination est s; € Sy,
m/sa 31 ':hm TSymb(e)- D’aprés la propriété 6 page 42, m/sl » 51 lzhm TSymb(e)
et pour tout arc de M, étiqueté par e € £ dont V'état destination est
8y € S/sla gﬁ/s;as2 Fhm TSymb(e)-

D’aprés (COND), Ezpr(Symb(e)) filtre strictement 9, en s;. La pro-
priété 5 page 42 nous permet d’obtenir : Ezpr(Symb(e)}) filtre stricte-
ment M, en s1. On vient donc de démontrer que, pour tout état s; € 5y,
Exzpr(Symb(e)) filtre strictement MM/, en s1.

De plus, nous avions déduit plus haut que My, s [Fpm ¥ + (E4) el
gﬁ,/sas Izh.m P+ (8*) et SDT/'513 ':hm ¢'(£‘) et gjt/sws I:hm. TP?(S?) Le
lemme 5 page 37 peut donc étre appliqué dans les quatre cas des opéra-
teurs et nous permet d’obtenir que pour tout €; € Eggpr vy, (€ N;)opi
filtre M/, en s. Et donc que pour tout i € [1..5], (e; ;)P filtre 2, en
8.

Comme nous avons déduit plus haut que quelque soit P'étiquette e de
& — Eggpr(nvy, Oute(s) = 1, on peut déduire de la définition de filirage
stricte que Fzpr(V) filtre strictement M, en s.

(Etape (B)) Exzpr(N) est un motif quelconque.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
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— Ezpr(N) filtre strictement M/, en s,

— pour toute valuation g, on a M/;, 9,8 Fam Ty et, pour tout état s; accessible de s par
un chemin dont le dernier arc est étiqueté par e € B, M/,, 9,81 Fnm Toymble)-

Nous distinguons ici les différentes formes que peut prendre Ezpr(N). Pour les cas ol

Ezpr(N) est le motif vide ou un motif conjonctif, la preuve est donnée dans I'étape (A).

Il ne nous reste plus qu’a traiter le cas du motif digjonctif. Dans ce cas, Expr(N) est de

la forme ezpr|- - |expr, ol pour tout j € [L..n), expr; est un motif conjonctif contenant

des motifs élémentaires ne faisant intervenir que des références.

Soit g une valuation quelconque.

Ezpr(N) filtre strictement M/, en s ssi il existe i € [1..5] tel que ezpr; filtre strictement
M, en s.

Soit (#) la propriété : “pour tout arc de My, étiqueté par e € F, dont I'état destination
est 51 € S/s f)ﬁ/s,sl FEhm TSymb(e)”

Nous pouvons déduire que M, s Fpm 7 et (M)

ssi (1) M558 Fim Vz'e[l..j] Teapr; € (M)

ssi (92} My, s E=hm Texpr, O -+ OU Mys,s Ehm Texpr;; ©t (W)

ssi (93) Mo, 5 Ehm Texpr, 6 (M), 0u -+, 00 My, 5 FEpm Teapr; et (M)

Pour tout 1 < ¢ < n, expr; est un motif conjonctif tel que [expr;] < n donc, d’aprés I'étape
précédente, M, 8 Epm Texpr, €6 (M), ou -+, ou My, 8 Fpm Teapr; o6 (M)

ssi M, filtre strictement expry en s, ou --- , ou My, filtre strictement expry en s

ssi My, filtre strictement 'un des expr; en s

ssi (90 Ezpr(N) filtre strictement M, en s.

L’équivalence (g1) est obtenue d’aprés la définition de 7x. L’équivalence (¢2) est obtenue
d’apres la sémantique de 'opérateur v de la logique multi-modale hybride. L’équivalence
{g3) est obtenue par distribution de la conjonction. L’équivalence {g4) est obtenue d’aprés
la définition de filtrage stricte. n

Corollaire 3 Soit (5,7, R, V') un graphe enraciné orienté étiqueté sur les arcs, noté M, et

tel que Pre(9) est un arbre enraciné en r. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— Ezpr(Root) filtre strictement 9 en 7,

— pour toute valuation g, on a M, g,7 F=pm TrReot €t pour tout état sy accessible de r par
un chemin dont le dernier arc est e € E, M, 9,81 Fum Tsymp(e)-

Esquisse de preuve : La preuve de ce corollaire consiste en 'application du lemme 7 page 43
en la racine r de MM avec N = Root. U

Preuve: Soit g une valuation quelconque. Par définition, 9, est 2. Ainsi, d’aprés le
lemme 7, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— Ezpr{Root) filtre strictement 9 en r,

- M, 9,7 Ehm TRoot €t pour tout arc de I étiqueté par e € E, dont 1’état destination est

518 m: g, 51 Izh'm. TSymble)-
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Le lemme suivant, c’est-a-dire le lemme 8, correspond & la conclusion de I'étape I, définie
dans 'annexe C page 36.

Lemme 8 (Preuve de I’étape 1) Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— 9N satisfait les conditions (i} et (ii) de la définition 7 page 14,
— 9 {=pm ARBRE et M |=pm TRAD;(G).

Esquisse de preuve : La preuve de ce lemme utilise le lemme 1 page 17 et le corollaire 3. U

Preuve:

a. Implication “="

Supposons que MM satisfait les conditions (i) et (ii) de la définition 7 page 14. La condition
(i) stipule que Pre(fR) est un arbre. La condition (ii) stipule que Ezpr{Root) filtre
strictement I en r.

Comme 90 satisfait la condition (i}, on peut déduire du lemme 1 que DN =gy arbre.
De plus, cette condition {i) stipule que Pre(9R) est un arbre orienté de racine r. Donc,
d’aprés le corollaire 3, on a 9, ¢,7 Fpm Troot €t, pour tout arc de M étiqueté par
e € B dont Pétat destination est s1 € S, M, 9,51 Fhm Tsyms(e) OU g €5t une valuation
quelconque.

Comme Pre(9) est un arbre, tous les états de 90T sont accessible & partir de r et donc,
pour toute étiquette e € £, pour tout état s € § accessible & partir de r par un chemin
éventuellement vide, pour tout état s; € S tel que (5,31} € 7e, M, 9,51 Enm Tsymi(e)-
Ainsi, d’aprés la sémantique de I'opérateur [e] de la logique multi-modale hybride, on
a : pour toute &tiquette e € F, pour tout état s € S accessible & partir de r par un
chemin éventuellement vide, M, g, 8 Fpm [€]Tsyme(e)-

Ainsi, d’aprés la sémantique de l'opérateur G* de la logique multi-modale hybride, pour
toute étiquette e € E, pour tout état s € S accessible & partir de » par un chemin
éventuellement. vide, M, g,7 FEam G*[e]Tgym(e)-

Ainsi, d’aprés la sémantique de I’opérateur A de la logique multi-modale hybride,
EDT,g,T lzhm /\eeE G* [e]TSymb(e)-

Toujours d’aprés la sémantique de l'opérateur A la logique multi-modale hybride, et
sachant que M, 9,7 =rm TRoot, 00 & W, 4,7 Fhm TRoot A Necr G €] Tsymb(e)-

D’aprés la sémantique de I'opérateur @ de la logigue multi-modale hybride, et sachant
que Inom(root) = r, ceci est équivalent & M, g, 3 Enm Qroot (TrRoot A Necr G €] Tsymae))
ol s est un é&tat quelconque.

Comme s est un état quelconque et g est une valuation quelconque, ceci correspond a la

notion de satisfaction globale et signifie donc que M Fpm Qroor(TRoot AN e G € Tsymb(e))
c’est-a-dire que W =, TRAD,(G).

. Implication “<"

Supposons que M =4 arbre et M f=p, TRAD1(G) o0 TRAD1(G) =def Qroot{TRoot A
/\eEE G* [e]TSymb(e) ) -

Comme M =y, arbre, on peut déduire du lemme 1 que Pre(9) est un arbre. Donc M
vérifie la condition (i) de la définition 7.
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Soit g une valuation quelconque.

Draprés la sémantique de Vopérateur @ de la logique mulii-modale hybride, et sachant
que ITnom{root) =7, M, 9,7 [=hm TRoot N Necpp G* el symbie)-
D’apres la sémantique de 'opérateur A de la logique multi-modale hybride, M, g, 7 =hm TRoot
et M, 9,7 Fhm Acer G lelTsymp(e)-
Toujours d’aprés la sémantique de cet opérateur, pour toute étiquette e € E, M, g,r Epm G* le]7symae)
D’aprés la sémantique de I'opérateur G* de la logique multi-modale hybride, pour toute
étiquette e € F, pour tout état s accessible a partir de r, I, 9,5 Fnm [€]Tsymb(e)-
Comme Pre(2) est un arbre et que tout état de DN est un état de Pre(M), tout les
états de I sont accessibles & partir de 7, donc pour toute étiquette e € E, pour tout
état s € 5, M, g,s l:h‘m [e]TSymb{e)'
Daprés la définition de l'opérateur [e] de la logique multi-modale hybride, pour toute
étiquette e € F, pour tout état s € 5, tout état $7 € S accessible & partir de s par e est
tel que 90, 9,51 Fhm Toymie)-
Ceci signifie que pour tout arc de 9 étiqueté par e € E, dont I'état destination est un
état s; de S, on a M, 9,51 Fnm TSymb{e)-
On peut donc déduire du corollaire 3 que Fzpr(Root) filtre strictement 97 en r, ce qui
correspond & la condition (ii) de la définition 7.

|

Commence ici la preuve de la seconde étape, 'étape TI, de la preuve. On rappelle que la
description des deux étapes se trouve dans ’annexe C page 36.

Lemme 9 Soit (S,r, R, V') un graphe enraciné orienté¢ étiqueté sur les arcs, noté 91, et tel
que Pre(N) est un arbre et Expr(Root) filtre strictement M en 7. Les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

— pour tout état s accessible par € € EZ, Symb(€) € requis(s),

— pour tout état s, si s n’est pas accessible par € € E, alors requis(s) = 0,

— pour tout état s accessible par e € E, marg(s) = {Symb(e)}.

Preuve: Etant donnée la définition de filtrage (défintion 6 page 13), les deux premidres
conditions ci-dessus découlent trivialement.

‘Toujours d’aprés cette méme définition, on sait que pour tout état s accessible par e € F,
Symb(e) € marg(s). D’aprés les propriétés 1 et 2, on peut en déduire que pour tout état
s accessible par e € B, marg(s) = {Symb(e)}. [ |

Lemme 10 (Preuve de 1’étape IT) Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

- M [=pm ARBRE et M =ppy TRADL(G) et M satisfait la condition (iii) de la défini-
tion 7 page 14,

— M Epm ARBRE et M =pym TRAD(G) et M Epm TRADS(G).

Esquisse de preuve : La preuve de ce théoréme est composée de deux phases. La premiére
phase consiste & “dérouler” la sémantique de la formule M |=p, TRAD(G) de fagon &
déduire une propriété qui lui est équivalente et que nous appellerons (F). La seconde phase
consiste a prouver 'équivalence des deux propositions suivantes,

— M satisfait la condition (iii) de la définition 7 page 14, et

- ()
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Preuve:
Supposons que M =p ARBRE et M Epm TRADL(G).

Nous allons prouver que MM =gy TRAD2(G) est équivalent 2 la condition (iii).

Premiére phase :

Nous allons ici raisonner sur la sémantique de 9 |=p,, TRAD2(G)
o TRAD3(0) =det @root( Ay CT2No (Veerasesyms(ynis Cron P (0)2) )

M =pm TRAD2(G) ssi pour tout état s € S et pour toute valuation g, M, g, s Epm TRAD(G).
Soit s un état quelcongue de S et g une valuation quelconque.
m? g, l:hm TRAD2(g)

ssi ma g.3 j:hm @TOOt(/\?Ef G*[?]J,.’E (VeELabel(Symb(?})ﬂE @TOUtF*<e)$))
ssi M, 0.7 Enm Apeg T TENE (Vecraetsymiayns Crootl™ (€)2)
ssi pour toute & € f, M, g,7 Erm G [?]J,:s (VeeLabel(Symb('é‘))nE Qoo™ {€)x)

ssi pour toute ¢ e ﬁ, pour tout état 51 € S tel que sy est accessible & partir de r
par un chemin éventuellement vide,

M, 9,51 Fnm [€HE (Vecrapet(symp(e)ne Rroott™ (€)z)

sst pour toute e e E, pour tout état s; € S tel que 31 est accessible & partir de r
par un chemin éventuellement vide, pour tout état sp accessible a partir de sy
par €
M, g, 52 lzhm lz (VeELabel(Symb(?)}ﬁE Qoo f™*{€)).

Ceci peut se réécrire plus simplement sous la forme suivante :

Pour tout é&tat ss accessible a partir de r par un chemin dont la derniére étiquette
est € € ﬁ,

M, g, 82 |:hm, E (VeELabeI(Symb(?))ﬂE @TOOtF*(‘g)x)'

D’aprés la sémantique de Popérateur | , cette propriété est équivalente 4 :

Pour tout état s, accessible & partir de r par un chemin dont la derniére étiquette
est € € ﬁ,

SDT’ 91732 Izhm (VeELa.beI(Symb(?))nE @rootF*<3)$) avec g’ ke q et g"(ﬂ?) = 89.

’aprés la sémantique de opérateur A, ceci est équivalent & :

Pour tout état sy accessible & partir de r par un chemin dont la derniére étiquette est
e E), il existe une étiquette e € Label (Symb(?))ﬂE telle que M, ¢, 52 Epm QrootF (€)%
D’aprés la sémantique de Popérateur @rqy, cette propriété équivaut a :

Pour tout état se accessible & partir de r par un chemin dont la derniére étiquette
est € € E), il existe une étiquette e € Label{Symb(€)) N E telle que

m)Q’JT Ijhm F*(e)ﬂ')

D’aprés la sémantique de Uopérateur F*, cette propriété est équivalente & :

Pour tout &tat se accessible & partir de r par un chemin dont la derniére étiquette
est @ € E), il existe une étiquette e € Label(Symb(€)) N E telle qu'il existe un état
s3 € S accessible & partir de la racine r par un chemin éventuellement vide tel que

ma 9,383 Izh'm. (3)37
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D’aprés la sémantique de I'opérateur (e), ceci équivaut a :

Pour tout état sy accessible a partir de r par un chemin dont la derniére étiquette
est € € E'), il existe une étiquette e € Label(Symb(€)) N E telle qu’il existe un état
53 € § accessible & partir de la racine r par un chemin éventuellement vide tel qu'il
existe un état s4 € S accessible & partir de 33 par e et tel que 9, ¢, 34 =pm =
D’aprés la sémantique de Popérateur (e} :

Pour tout état so accessible & partir de r par un chemin dont la derniére étiquette
est € € ﬁ, il existe une étiquette e € Label (Symb(€)) N E telle qu'il existe un état
33 € § accessible 3 partir de la racine r par un chemin éventuellement vide tel qu'il
existe un é&tat s4 € 5 accessible & partir de sg par e et tel que s4 = 9.

r

(‘5 s2

dans
Label(Symb( € ))

Cette propriété, équivalente a M |=pm TRAD3(G), sera appelée (F) dans la suite.
Il nous suffit donc maintenant de prouver que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

— 90 satisfait la condition (iii) :
pour tout état s de S, si requis(s) # i alors requis(s) = marqg(s);

- (¥
pour tout état s accessible & partir de r par un chemin dont la derniére étiquette
est € € E), il existe une étiquette e € Label(Symb(€)) N E telle qu’il existe un
état so € S accessible & partir de la racine r par un chemin éventuellement vide et
tel que sy est origine d'un arc étiqueté par e ayant pour destination s.

En fait, dans la suite, nous prouvons une propriété plus forte. Nous que prouvons

que pour tout état s € 8, les deux propriédiés suivantes sont équivalentes .

- si requis(s) # 0 alors requis(s) = marg(s);

— i s est accessible a partir de » par un chemin dont la derniére étiquette est = ﬁ,
il existe une étiquette e € Label(Symb(#)) N E telle qu’il existe un état 53 € §
accessible 4 partir de la racine r par un chemin éventuellement vide et tel que s9
est origine d'un arc étiqueté par e ayant pour destination s.

Soit s € 5.
Seconde phase :

1. Implication “="
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Supposons que s satisfait la condition si requis(s) # O alors requis(s) =
marg(s).

Comme M =py, arbre et M =4y, TRAD{G), on peut déduire du lemme 8 page 52
que Mt satisfait les conditions (i) et (ii) de la définition 7 page 14. Ceci implique
que Ezxpr(foot) filtre strictement M en r.

Nous allons traiter deux cas de figures pour s :

a. L’état s est tel qu’aucune référence de 9 n’a pour destination s.
Exzpr(Root) filtre strictement 9 en r, or, pour tout état s de 5, la va-
leur de requis(s) est définie lors du processus de filtrage. Dans le cas ot il
n’existe pas de référence pointant sur s, donc, requis(s) = (0. La propriété
Si requis(s) # 0 alors requis(s) = marg(s) est donc trivialement vérifiée
en s.

b. 1! existe une référence € ayant pour destination s.

D’aprés la définition de filirage, requis(s) # 0 D’aprés le lemme 9 page 53,
requis(s) contient au moins Symb(€).

Nommons 351 le 'état duquel est issu la référence Symb(?) ayant pour
destination s.

D'aprés les hypothéses de départ, la condition (i) est vérifiée par 9 et
certifie que tous les états de 91 sont accessibles de la racine r par un chemin
éventuellement vide. Donc, en particulier, I’état s; est accessible & partir
de la racine r par un chemin éventuellement vide. Nous pouvons donc en
déduire que s est accessible & partir de la racine r par un chemin dont le
dernier arc est une référence.

Pre(9M) est un arbre donc il existe un chemin ne contenant que des éti-
quettes de F et menant & s. Comme une référence ne peut pas pointer sur
la racine r (propriété 3 page 37), ce chemin est non vide. Done, en particu-
lier, il existe un chemin non vide allant de r 4 5 et dont le dernier arc est
étiqueté pare € K.

Soit 59 ’avant-dernier état de ce chemin c’est-a-dire tel que s est accessible
A partir de sy pare € E.
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D’aprés le lemme 9 page 53, on a marg(s) = {Symb(e)}.

Or, d’aprés les hypothéses de départ, on a marg(s) = requis(s) ¢t on a vu
plus haut que Symb(€) € requis donc {Symb(e)} = {Symb(€)}. D’aprés
la définition de Label(Symb(€)), ceci signifie que e € Label(Symb(€))
Nous pouvons donc en déduire qu’il existe un chemin non vide menant
de r & s dont le dernier arc est une étiquette e € £ et telle que e €
Label{Symb(e)).

On a donc prouvé gue pour tout état s accessible 4 partir de la racine r
7 par un chemin dont e dernier arc est une référence, il existe un chemin
non vide menant de r & s dont le dernier arc est une étiquette e € £ N
Label(Symb(€)).

Cette propriété est équivalente a (F) et donc & MM |=p, TRADL(G)

2. Implication *<"
Supposons que s satisfasse la condition suivante :
st § est accesstble & partir de v par un chemin dont la derniére étiquette est
e E, il existe une étiquetie e € Label(Symb(€)) N E telle qu'il existe un
€tat so € 8 accessible & partir de la racine v par un chemin éventuellement vide
et tel que 5o est origine d’un arc étiqueté por e ayant pour destination s.
Nous allons traiter deux cas de figures pour s :

a. L’état s est tel qu'aucune référence de 9 n’a pour destination s.
D’aprés la définition de filtrage (définition 6 page 13), requis(s) = 0. s
vérifie donc trivialement la propriété suivante : si requis(s) # 0 alors
requis(s) = marg(s).

b. 1l existe une référence € ayant pour destination s.
D’aprés la définition de filtrage (définition 6 page 13), requis(s) # §.
D’apres le lemme 8 page 52, M satisfait les conditions (i) et (ii) de la
définition 7 page 14.
Ainsi, d’aprés le lemme 9 page 53, “FEzpr(Root) filtre strictement 27 en
r et il existe un arc référence ¢ entrant en s” implique que Symb(¥) €
requis(s).
D’aprés ce méme lemme, * Ezpr{ Root) {iltre strictement 9% en 7 et il existe

un arc référence e entrant en s” implique que marg(s) = {Symble}}.
Comme e € Label (Symb(€)), marq(s) = {Symble)} = {Symb(?_)}.

Soit s tel que requis(s) # (0 De fagon a prouver que requis(s) = marg(s),
il va nous suffire de montrer que requis(s) contient au plus un élément.
Nous allons faire cette petite démonstration par Pabsurde. Supposons que

Uensemble requis(s) contienne deux éléments Ny et Np avec Ny # Na.
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D’aprés la définition de filirage (définition 6 page 13), cela signifie qu'il

existe un motif (e} N;)?! dans la grammaire et un autre motif (€5 Ny)or2

tels que ces deux motifs filtrent M en s.

11 existe donc deux références 8_1> et e_g> dont la destination est s.

Nous distinguons alors deux cas :

a. e = e5.
Ceci signifie qu’il existe un motif (6_1> N1)°Pt et un motif (e_l) Ny)oP2
avec N; # Ny dans la grammaire G. Or, ceci est contradictoire avec la
définition de grammaire (définition 4 page 11), et plus précisément, la
condition (ii) de cette définition n’est pas respectée.

b. & # &.
D’aprés 'hypothése de départ, il existe un arc étiqueté par e; € Label (Symb(e} N
E dont la destination est s et il existe un arc étiqueté par ez € Label{Symb(g3 )N
F dont la destination est s.
Si e; # es, ceci signifie qu'il existe deux arcs non référence dont la
destination est s, ce qui contredit 'hypothése Pre(9) est un arbre.
Si e1 = o, alors on a e; € Label(Symb(e])) et ey € Label(Symb(e3))
avec Symb(e}) = Ny et Symb(e}) = Na. D’aprés la définition de
Label(ey), ceci signifie qu'il existe dans la grammaire G deux motifs
(e1N7) et (e3N2) avec N1 # Ny. Or, ceci est contradictoire avec la
condition ii de la définition de grammaire (définition 4 page 11).
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